Densite des orbites des trajectoires browniennes sous 
Taction de la transformation de Levy 



Jean BROSSARD et Christophe LEURIDAN 
2 aout 2012 



Resume 

Etant donne une transformation mesurable T d'un espace probabilise £, tt) 
dans lui-meme preservant la mesure, et une partie B G £, nous donnons une condi- 
tion sufRsante pour que I'orbite de 7r-presque tout point visite B : il suffit que B soit 
accessible depuis 7r-presque tout point pour une chame de Markov de noyau K, ou 
K{-, •) est une version reguliere de la loi conditionnelle de X sachant T{X) lorsque 
X est une variable aleatoire de loi tt. 

Nous appliquons ensuite ce fait general a la transformation de Levy, qui a un 
mouvement brownien W associe le mouvement brownien \ W\ — L oil L est le temps 
local en de W. Cela nous permet de demontrer le theoreme de Malric : I'orbite 
de presque toute trajectoire visite tout ouvert non vide de I'espace de Wiener W = 
C(R+,R) pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. 

Classification mathematique : 37A50,28D05,60J65. 

Mots-cles : mouvement brownien, transformation de Levy, densite des orbites, 
recurrence, ergodicite. 

Introduction 

Soit W un mouvement brownien dans R issu de 0. Le temps local en de W, defini 
par la formule de Tanaka, 

\Wt\= [ sgn{Ws) dWs + Lt 
Jo 

est aussi la densite en du temps d'occupation : pour tout t G R_|_, 

1 /■* 

= lim^T / ^[\Ws\<e] ds p.s. 

On verifie que la martingale locale W = Jq sgn(W^s) dWg est un mouvement brownien en 
remarquant que pour tout t G R+, 

{W,W)t = [\gn{Wsf ds = t p.s. 

JO 

La transformation de Levy est la transformation qui au mouvement brownien W associe 
le mouvement brownien W . 



Plus precisement, soit W I'ensemble des trajectoires continues de R_(_ dans R, nulles 
en 0. La transformation de Levy associe a presque toute trajectoire w € W la trajectoire 
T(w) = w definie par 

w{t) = \w{t)\ - lit,w), 

avec 

1 /■* 

l{t,w) =limmf — / I[|t„(s)|<e] ds. 
e-*-U ze Jq 

Lorsque I'application li-jw) ainsi definie n'est pas continue, on pent poser par exemple 
w = pour que la transformation de Levy soit bien definie comme application de W 
dans W, mais cela est sans importance. 

La transformation de Levy preserve la mesure de Wiener. Dans |7], D. Revuz et 
M. Yor posent la question de savoir si elle est ergodique. Cette question difficile n'est 
toujours pas resolue, mais des avancees ont ete faites par M. Malric. Dans [1], Malric 
demontre que pour presque toute trajectoire w G W, I'ensemble des zeros de w et de ses 
images successives par la transformation de Levy est dense dans R_|_. 

Par la suite, Malric a demontre un resultat nettement plus difficile : pour presque 
toute trajectoire w G W, I'orbite de w sous Taction de la transformation de Levy est 
dense dans W, pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Ce resultat 
s'approche de I'ergodicite et serait une consequence de I'ergodicite si elle etait demontree. 
Ce resultat fait I'objet de I'article paru a ESAIM PS. 

Entre 2007 et 2009, nous avons ecrit une autre demonstration du theoreme de Malric, 
dans laquelle les preuves des resultats intermediaires sont independantes les unes des 
autres, et qui fait I'objet du present article. Grace au caractere tres modulaire de notre 
demonstration, nous avons mis en evidence un procede d'approximation des trajectoires 
facile a comprendre, dont les etapes sont resumees sur la figure [8l Meme si le procede 
est clair sur le dessin, nous nous sommes attaches a ecrire en detail les demonstrations 
des resultats intermediaires. 

Le point de depart est une idee deja sous-jacente des les premieres versions de Particle 
de Malric [21 [3l U- H nous a paru interessant d'en degager la generalite en etablissant 
dans la premiere partie un raffinement du theoreme de recurrence de Poincare et son 
corollaire suivant. 

Corollaire [3] (Condition sufRsante de recurrence) 

Soient T une transformation mesurahle d'un espace probabilise {E,£,Tr) dans lui- 
meme preservant la mesure. 

Supposons que pour toute variable aleatoire X de loi vr, la loi conditionnelle de X 
sachant T{X) possede une version reguliere K{-, •). 

Pour que I'orbite de tt -presque tout point visite une infinite de fois une partie B ^ 8, 
il suffit que B soit accessible depuis ir-presque tout point pour une chaine de Markov de 
noyau K. 

Remarquons que K est le noyau de transition de la chaine de Markov stationnaire 
indexee par — N obtenue en retournant la suite de variables aleatoires (T"(X))„gN pour 
une variable aleatoire X de loi vr. 

Dans le cas ou T est la transformation de Levy, revolution pas a pas de cette chaine 
de Markov est simple a decrire : partant d'une trajectoire w S W, on lui retranche son 
minimum courant u; (defini par wit) = Ta.m.{w{s) ;s S [0,t]}). Puis on multiplie les 
excursions de la trajectoire positive w — w par des signes pris au hasard. 
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D'apres la condition suffisante de recurrence enoncee ci-dessus, il s'agit de demontrer 
que si U est un ouvert non vide de W, la chaine de Markov issue d'une trajectoire 
typique de W visite U avec probabilite strictement positive. Concretement, on montre 
qu'on atteint U en un nombre fini d'etapes en imposant la valeur d'un nombre fini de 
signes a chaque etape. 

Cette methode a deja ete utilisee par Malric avec une formulation differente, puisque 
Malric utilise des « remontees de Levy » tandis que nous raisonnons avec des chaines 
de Markov. Nous expliquons le lien entre ces notions a la section O Neanmoins notre 
demonstration s'ecarte nettement de celle de Malric dans la mise en oeuvre de cette me- 
thode : a I'aide de la propriete de Markov, nous decomposons I'accessibilite des ouverts 
en accessibilites successives plus faciles a montrer. La preuve de ces accessibilites inter- 
mediaires utilise essentiellement trois idees nouvelles : 1' introduction d'une topologie sur 
W permettant le controle des zeros, I'utilisation de transformations sur les mouvements 
browniens reflechis, et I'exploitation de leur continuite presque partout. Voyons cela un 
peu plus en detail. 

Introduction d'une nouvelle topologie sur W. Tout d'abord, nous introduisons 
une topologie plus fine que la topologie de la convergence uniforme sur les compacts 
pour pouvoir controler les zeros des trajectoires et jouer librement avec les signes. Cette 
topologie, que nous appelons topologie de la convergence uniforme sur les compacts avec 
controle des zeros (CUCZ) est associee aux ecarts dp^ et dp^ definis ci-dessous. Pour 
f,g(z W, on note Z{f), Z{g) les ensembles des zeros de f et de g et Zt{f) = Z{f) PI [0, t], 
Zt{g) = Z{g) n [0,t]. On pose alors 

d?''if,9) = \\g- f\\[o,t] = max{|5(s) - ; s G [0,t]}, 

df^{f,g) = inf{<5 > : Zt^sif) C Z{g)+] - 6,5[ et Zt^sig) C Z{f)+] - 6,5[}. 

Autrement dit, I'inegalite df^{f^g) < 5 signifie que tout zero de / anterieur a t — S est 
a distance inferieure a 6 d'un zero de g, et inversement. 

Nous montrons que la topologie CUCZ possede une base denombrable d'ouverts, de 
la forme 

Vt{f,p,6) = {gev: d^'^U^g) < P ; d''^{f,g) < 5}. 

avec f G W, t > 0, p > 0, 6 > 0. Nous montrons que ces ouverts sont accessibles depuis 
presque toute trajectoire de W, ce qui permet de demontrer le resultat suivant. 

Theoreme 1. (Densite des orbites pour la topologie CUCZ) 

L'orbite de presque toute trajectoire sous I'action de la transformation de Levy est 
dense pour la topologie CUCZ et a fortiori pour la topologie de la convergence uniforme 
sur les compacts. 

Transformations sur les mouvements browniens reflechis. En fait, nous tra- 
vaillons davantage sur les mouvements browniens reflechis que sur les mouvements brow- 
niens. 

Nous introduisons une action du groupe E = {-1,1}^+ sur W : {e,w) ^ e ■ w. 
L'action d'une famille de signes e £ E sur une trajectoire w G W consiste, une fois les 
excursions de w numerotees a I'aide des rationnels strictement positifs, a multiplier par 
e{q) I'excursion numerotee par le rationnel q. 
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Mais au lieu de travailler avec la « transformation inverse de Levy »qm, a un mou- 
vement brownien W et une famille e de signes choisie au liasard independamment de W 
associe le mouvement brownien e • (W — W_), on regarde plutot la transformation F qui, 
a un mouvement brownien refleclii R et une famille e de signes choisie au liasard inde- 
pendamment de R associe le mouvement brownien refleclii F{e, R) = e ■ R — e ■ R . Nous 
montrons que I'accessibilite des ouverts de W par la transformation inverse de Levy se 
ramene a I'accessibilite des ouverts de W_|_ pour la topologie CUCZ par la transformation 
F. 

Nous utiliserons aussi la « transformation F apres un instant a », notee Fa, qui 
preserve les trajectoires jusqu'a leur premier zero apres a et agit comme F apres cet 
instant. La preservation par Fa du debut des trajectoires (au moins sur I'intervalle [0, o]) 
est extremement utile et simplifie bien des demonstrations. 

Utilisation de la continuite presque partout. Nous montrons que les transforma- 
tions Fa sont continues presque partout de E x W_|_ dans W^., lorsque E est muni de 
la topologie produit et W_|_ de la topologie CUCZ. Cette propriete de continuite est tres 
utile puisqu'elle nous permet de remplacer certains arguments de nature probabiliste par 
des arguments de nature topologique. Elle nous permet notamment de montrer que si 
b > a > 0, I'accessibilite d'un ouvert de W+ par Fj, entraine son accessibilite par Fa et 
son accessibilite par F (proposition l38]) . 

Plan de I'article 

Dans la premiere partie, nous demontrons des resultats generaux permettant de mon- 
trer que les orbites sous Taction d'une transformation preservant une probabilite sur un 
espace possedant une base denombrable d'ouverts sont presque toutes denses. 

Dans la deuxieme partie, nous appliquons ce resultat a la transformation de Levy en 
introduisant la cliaine de Markov stationnaire sur W obtenue par inversion de la trans- 
formation de Levy. Nous introduisons aussi une cliaine de Markov stationnaire sur W+ 
associee a la transformation F decrite plus liaut et admettant comme mesure invariante 
la loi du mouvement brownien refleclii. Nous verrons par la suite qu'il est plus commode 
de travailler avec cette seconde cliaine de Markov. 

Les trois parties suivantes sont consacrees a I'affutage des outils permettant de mon- 
trer le tlieoreme [1] (densite de presque toute orbite sous Taction de la transformation de 
Levy) : 

- dans la troisieme partie, nous introduisons la topologie de la convergence uniforme 
avec controle des zeros. Nous montrons en particulier que les fonctions positives, 
continues, affines par morceaux, nulles en sont denses dans W_|_ pour cette topo- 
logie. Pour montrer le tlieoreme [1] nous sommes ramenes (grace au corollaire [T4]) 
a montrer que tout ouvert non vide de W_|_ est accessible depuis presque toute 
trajectoire de W_|_ par la cliaine de Markov que nous avons construite sur W_|_. 

- dans la quatrieme partie, nous etablissons des resultats de continuite presque par- 
tout pour la topologie de la convergence uniforme avec controle des zeros, notam- 
ment la continuite des transformations « F apres a ». 

- dans la cinquieme partie, nous introduisons la notion d'accessibilite d'un ouvert ou 
d'un « presque-ouvert »par les transformations « F apres a ». Nous utilisons ces 
resultats de continuite presque partout pour etablir des proprietes de cette notion 
qui nous seront tres utiles, notamment le resultat de comparaison des accessibilites 
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(proposition |4T]) . 

Dans les trois dernieres parties, nous etudions I'accessibilite de certains ouverts depuis 
presque toute trajectoire d'autres ouverts. Mises bout-a-bout, ces accessibilites consti- 
tuent avec le corollaire [14] la preuve du theoreme [1] : 

- dans la sixieme partie, nous montrons que tout voisinage de la trajectoire nulle 
est accessible par F depuis presque toute trajectoire de W_|_. L'utilisation de la 
transformation Fa au lieu de la transformation F permet done de « remettre a 
zero »une trajectoire apres son premier zero apres a en preservant la trajectoire 
avant cet instant. 

- dans la septieme partie, nous montrons comment construire des excursions de hau- 
teur voulue dans un intervalle de temps donne, et nous etablissons le lemme du 
verin, qui permet de soulever une trajectoire d'une hauteur donnee sur un intervalle 
donne. 

- dans la huitieme et derniere partie, nous utilisons le lemme de remise a zero et 
le lemme du verin pour montrer comment approcher n'importe quelle fonction 
positive, continue, affine par morceaux, nulle en 0, ce qui complete la preuve. 

1 Resultats generaux 

1.1 Recurrence et accessibilite 

Soil T une transformation d'un espace probabilise {E, f , vr) dans lui-meme preservant 
la probabilite vr. 

Supposons que pour toute variable aleatoire X de loi vr, la loi conditionnelle de X 
sachant T{X) possede une version reguliere •). 

Pour B £, notons : 

- U{B) I'ensemble des x £ E tels que I'orbite de x sous Paction de T visite B, 

U{B) = U T-Hb) ; 
fceN 

- R{B) I'ensemble des x € E tels que I'orbite de x sous Taction de T visite B une 
infinite de fois, 

R{B) =limsupT-^X^) ; 

fc— >+oo 

- A{B) I'ensemble des etats depuis lesquels B est accessible pour une chaine de 
Markov de noyau K{-,-), 

A{B) = {x £ E -.371 £N : K'^{x, B) > 0}. 

Le theoreme de recurrence de Poincare (voir |^) affirme que B C R{B) vr-presque 
surement. Comme A(B) contient B, la proposition ci-dessous renforce ce resultat. 

Proposition 2. (Lien entre recurrence et accessibilite) 

Sous les hypotheses ci-dessus, la probabilite vr est invariante pour le noyau K et 
A{B) C U{B) = R{B) TT-presque surement. 

Demonstration. Soil (X„)„gN une chaine de Markov de loi initiale vr et de noyau de 
transition K(-, •). 



5 



1. Montrons d'abord que pour tout n G N*, X„ a pour loi vr et r"(X„) = Xq presque 
surement. 

Soit Y une variable aleatoire de loi vr. Alors T"(y), T"~^(y), . . . ,T(Y),Y ont pour 
loi vr et pour tout /e G [0, . . . , n — 1], on a I'egalite des lois conditionnelles 

£ (T*^(y) I r"(y ),..., r'=+^(y)) = c{t''{y)\t''+\y)) = k{t''+\y),-). 

Par consequent, (T^(Y),T'^~^(Y), . . . ,Y) a meme loi que {Xq, Xi . . . , En particu- 
lier, (Xo,X„) a meme loi que (T"(y),y), ce qui entraine le resultat annonce. 

2. L'egalite presque sure U{B) = R{B) vient du fait que R{B) est I'intersection des 
parties 

R^{B) = (J T~^{B) = J T-("+')(5) = T^'^iUiB)) 

k>n ZgN 

qui sont emboitees et de meme probabilite. 

3. Montrons I'inclusion presque sure A{B) C U{B). Comme T^{Xn) = Xq presque 
surement, 

{Xq € U{B)} C {Xn G U{B)} p.s.. 

Mais ces evenements ont meme probabilite, puisque X^ a meme loi que Xq. lis sont done 
egaux presque surement. En particulier, 

{Xq e U{B)} D {Xn e B} p.s., 

d'ou en conditionnant par rapport a Xq : 

Il7(B)(^o) > P[Xn e B\a{XQ)] = K^{Xq,B) p.s. 

Ainsi, 

Iu(b){Xq) > snpK'\XQ,B) p.s., 

ce qui montre le resultat annonce. □ 

De la proposition precedente, on deduit immediatement une condition sufHsante de 
recurrence pour une partie fixee. 

CoroUaire 3. (Condition sufRsante de recurrence) 

Soient T une transformation mesurahle d'un espace probabilise {E,£,Tr) dans lui- 
meme preservant la mesure. 

Supposons que pour toute variable aleatoire X de loi vr, la loi conditionnelle de X 
sachant T{X) possede une version reguliere K{-, •). 

Pour que I'orbite de tt -presque tout point visite une infinite de fois une partie B ^ 8, 
il suffit que B soit accessible depuis ir-presque tout point par une chaine de Markov de 
noyau K . 

Remarques 

- Comme vr est invariante pour le noyau K, on pent construire une chaine de Markov 
stationnaire indexee par Z de noyau K en munissant I'espace canonique S'^ d'une 
probabilite ad hoc. L'operateur de decalage {xn)nez ^ ixn-i)n£Z sur cet espace 
est I'extension naturelle de {E,£,Tr,T) : voir par exemple |6]. 
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- Les « mouvements browniens remontes »introduits par Malric des la premiere ver- 
sion |2] sont proches de cette chaine de Markov. Le corollaire 3 ci-dessus joue dans 
notre article le meme role que la proposition 1 dans celui de Malric [2]. 

Lorsque E est un espace topologique possedant une base denombrable d'ouverts, on 
obtient une condition sufHsante de densite des orbites. 

Corollaire 4. (Condition sufRsante de densite des orbites) 

Soient E un espace topologique possedant une base denombrable d'ouverts, 8 sa tribu 
borelienne, vr une probabilite sur {E, 8) et T une transformation mesurable de {E, 8, vr) 
dans lui-meme preservant la mesure. 

Supposons que pour toute variable aleatoire X de loi vr, la loi conditionnelle de X 
sachant T{X) possede une version reguliere K{-, •). 

Pour que I'orbite de ir-presque tout point soit dense dans E, il suffit que tout ouvert 
de E soit accessible depuis n-presque tout point par une chaine de Markov de noyau K. 



1.2 Utilisation de la propriete de Markov 

La propriete de Markov permet d'etablir I'accessibilite d'une partie en decomposant 
la demonstration en plusieurs etapes. 

Lemme 5. (Accessibilites successives) 

Soit K{-, •) un noyau de transition sur {E,8) ayant comme probabilite invariante vr. 
Soient Bq, Bi, B2 (z 8 de mesure strictement positive pour vr. 

Si B2 est accessible depuis ir-presque tout point de Bi et Bi est accessible depuis 
TT-presque tout point de Bq, alors B2 est accessible depuis ir-presque tout point de Bq. 

Demonstration. Pour tout probabilite /i sur E, notons la probabilite sur I'espace 
canonique E^ faisant du processus canonique {Xn)n&'N une chaine de Markov de noyau 
de transition K{-, •) et de loi initiale /x. Notons ri et T2 les temps d'atteinte de Bi et 
B2. Pour i,j G {0,1,2}, notons Aij = {x & Bi : P^[rj- < +00] = 0}, Par liypothese, 
7r(^0,i) = et ir{Ai^2) = 0. II s'agit de montrer que '/r(^o,2) = 0. 

On commence par verifier que la loi de X^ sous P'^[-|ri < +00] est absolument 
continue par rapport a vr. En effet, si A S £" verifie vr(^) = 0, alors 

P^[Xr, G A ; n < +00] < ^ P^[Xn eA] = Y^ ^(A) = 0, 

nGN nGN 

ce qui montre I'absolue continuite. En particulier, P^'^i [t2 < +00] > P'^-presque 
surement sur I'evenement {ti < +00} puisque Xrj^ est a valeurs dans Bi. 

Par ailleurs, par en utilisant la definition de ^0,2 et la propriete de Markov au temps 
Ti, on obtient 







/ P'^'in <T2 < +00] iridx) 
P^[Xo G Ao,2 ;ri < ra < +00] 
E'' ri[XoGAo,2] I[ri<+oo] P^^^N < +00] 
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Comme P"^n \j2 < +00] > P'^-p.s. sur I'evenement {ri < +00}, on a ainsi 



P"[X0 G^0,2 ; Ti <+oo] =0. 



Autrement dit, 7r(^o,2 \ ^0,1) = 0, d'ou 7r(^o,2) = 0. 



□ 



2 Inversion de la transformation de Levy 

2.1 Rappels sur la transformation de Levy 

Soit W I'ensemble des trajectoires continues de dans R, nuUes en 0. On munit 
W de la tribu W engendree par les applications coordonnees et de la mesure de Wiener. 
La tribu W est aussi la tribu borelienne pour la topologie de la convergence uniforme 
sur les compacts. Pour tout w G W, on note u) I'application de W definie par 



La transformation de Levy est une application mesurable de W dans W, preservant 
la mesure de Wiener : si W est un mouvement brownien dans R issu de 0, son image 
par la transformation de Levy est le mouvement brownien 



ou L est le temps local en du mouvement brownien W , qu'on pent definir comme 
densite de temps d'occupation : 



Pour appliquer les resultats de la premiere partie, il nous faut determiner la loi de 
W sachant W . L'egalite de processus W + L = \W\ et le fait que le temps local L ne 
croisse que sur I'ensemble des zeros de W entraine l'egalite Lt = max{ — VF^ ; < s < t} 
pour tout i, d'ou 



Cette egalite montre que le mouvement brownien refleclii \W\ est une fonction mesurable 
de W. Mais la definition de W montre que W est une fonction mesurable de \W\. Ces 
processus engendrent done la meme tribu. 

La transformation de Levy perd done de I'information, plus precisement les signes 
des excursions de W . Nous allons montrer que ces signes sont independants et de loi 
uniforme sur { — 1, 1} conditionnellement a W . Mais pour donner un sens precis a cette 
affirmation, nous devons numeroter les excursions. 

2.2 Numerotation des excursions d'une trajectoire de W 

Dans toute la suite, nous munirons I'ensemble des rationnels strictement positifs 
d'un ordre tel que 

- toute partie non vide de possede un premier element ; 



w{t) 



m.\\i{w{s) ; s 



G [0,i]}. 





Wt\ = Wt-Wt avec = mm{Ws ; < s < t}. 
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- avant tout element de Q^, il n'y a qu'un nombre fini d'elements. 
Par exemple, on ordonne les rationnels suivant la somme du numerateur et du denomi- 
nateur puis, pour une somme fixee, par numerateurs croissants : 



Si A est une partie non vide de Q!j_, nous noterons q{A) son premier element. 

Nous pouvons ainsi numeroter les excursions des trajectoires w G W par des ra- 
tionnels, en posant Qt{w) = 9(Q+ H It{w)) si w{t) ^ 0, ou It{w) est I'intervalle ouvert 
d'excursion enjambant t. On pose Qt{w) = si w{t) = 0. Remarquons que tons les 
rationnels ne servent pas dans la numerotation. 

2.3 Action d'une famille de signes sur un trajectoire de W 

On definit une action du groupe E = {—1, 1}*^+ sur W de la fagon suivante : Taction 
d'une famille de signes e E sur une trajectoire w est de multiplier chaque excursion de 
w par e{q) ou q est le « numero de I'excursion ». Plus precisement, pour tout t G R+, 



avec la convention e(0) = 0. On remarque que la trajectoire e - w ne depend que de w et 
des signes e{q) pour les rationnels q numerotant les excursions de w. 

Cette action du groupe va nous servir a construire un mouvement brownien de valeur 
absolue R donnee a I'aide d'une famille de signes de loi uniforme sur E, independante de 
R. Ce resultat fait I'objet de la proposition [7] ci-dessous. Pour le demontrer, commengons 
par etablir un lemme simple. 

Lemme 6. (Changement de signe d'une excursion) 

Soit W un mouvement brownien dans R issu de 0. Soit q > fixe. Le processus W' 
obtenu d partir de W en changeant le signe de I'excursion enjambant q est encore un 
mouvement brownien. 

Demonstration. Nous donnons une demonstration elementaire qui ne repose pas sur la 
theorie des excursions. 

Par invariance d'echelle du mouvement brownien, on se ramene au cas oh q = 1. 
Notons I'intervalle d'excursion enjambant 1. 

Comme di est un zero du mouvement brownien W et un temps d'arret pour sa 
filtration naturelle J^^, le processus Wrfj_|_. est un mouvement brownien independant de 

. Par consequent, le processus obtenu a partir de W en changeant le signe apres 
I'instant di est encore un mouvement brownien. 

En appliquant ce resultat au mouvement brownien {tWi/t)t>o, on voit egalement que 
le processus obtenu a partir de W en changeant le signe avant I'instant gi est encore un 
mouvement brownien. Par composition, le processus obtenu en changeant les signes avant 
gi et apres di est encore un mouvement brownien, et son oppose aussi. On en deduit que 
le processus obtenu a partir de W en changeant le signe de I'excursion enjambant 1 est 
encore un mouvement brownien. □ 

Proposition 7. (Action d'une famille de signes aleatoires sur un mouvement 
brownien reflechi independant) 




1 1 2 1 3 1 2 3 4 1 5 
T' 2'T' 3'T' 4' 3' 2'T' 5'T 



{e-w){t) = e{Qt{w))w{t) 
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Soit R un mouvement brownien reflechi. Soit e une variable aleatoire a valeurs dans 
E, independante de R et de loi uniforme sur E. Alors e ■ R est un mouvement brownien. 

Demonstration. Soient W un mouvement brownien et rj une variable aleatoire indepen- 
dante de W et de loi uniforme sur E = { — 1, 1}^+. Pour q € Q^, notons Aq I'evenement 
« q numerote une excursion de »(autrement dit, q est le premier rationnel de Iq{R), 
I'intervalle d'excursion de R enjambant q) et posons 

C{q)=sgn{Wg)lA,+r]{q)lAc. 

La variable aleatoire ainsi definie pent s'ecrire sous la forme g{W, rf) ou g est une 
fonction mesurable de W x E dans E. 

Comme \W\ est un mouvement brownien reflechi et comme ^ ■ \W\ = W, il sufHt de 
montrer que la variable aleatoire ^ est independante de \W\ et de loi uniforme sur E. 
II s'agit done de montrer que pour tout q G Q!j_, la loi conditionnelle de ^ sacliant \W\ 
est invariante par Sq, ou Sq : E —?■ E est la symetrie definie par Sq{e){q) = —e{q) et 
Sq{e){q') = e{q') pour q' ^ q. Soit W' le mouvement brownien obtenu a partir de W en 
cliangeant le signe de I'excursion enjambant q. he resultat vient de I'egalite 

Sq{0 = giW',v)iA,+g{W,Sq{rj))iAc, 

du fait que W' a meme valeur absolue que W et du fait que I'evenement Aq est mesurable 
par rapport a cj(|W^|). □ 

Corollaire 8. (Loi de W connaissant W) 

Soit W un mouvement brownien. Soit e une variable aleatoire a valeurs dans E, inde- 
pendante de W et de loi uniforme sur E. Alors (VF, W) a meme loi que (e- {W — W^)., W). 
Par consequent, une version reguliere de la loi de W sachant W est {K{w, ■))wew > ou 
K{w, •) est la loi de e ■ {w — w). 

Demonstration. En appliquant la propriete precedente a R = \W\ = W — W_, on voit 
que e ■ \W\ et un mouvement brownien. Done (W, \ W\) a meme loi que (e • \W\, \ W\). 
Comme W = \ W\ — L est une fonction de on en deduit que (VF, 14^) a meme loi que 
{e ■ {W -W),W). □ 

2.4 Construction de deux chaines de Markov, sur W et sur W+ 



Le corollaire precedent fournit un moyen simple de construire une cliaine de Mar- 
kov sur W stationnaire pour le noyau K : on se donne un mouvement brownien W^^^ 
et une suite de variables aleatoires ei,£2,--- independantes et de loi uniforme sur E, 
independante de W. On pose 

rW = T^W-iyW, 

et ainsi de suite. 
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Notons W+ la partie de W formee des trajectoires positives et posons 

F(e, r) = e ■ r — e ■ r pour e E,r £ W_|_. 

La relation de recurrence R^^^ = i^(e„, montre que la suite (i?("))„gN est une 

cliaine de Markov sur le sous-ensemble W_|_. Nous allons voir qu'il est plus commode de 
travailler avec cette cliaine plutot qu'avec la chaine (VF("))„6n. 

2.5 Necessite de controler les zeros 

Pour / G W, t > et /i > 0, notons Vt{f, p) la boule de centre / et de rayon p pour 
la norme de la convergence uniforme sur [0, t] : 

^t(/,p) = {5G^:||9-/ll[0,<]<P}- 

Les boules Vt{f,p) pour / polynome a coefficients rationnels, t € N et /j G forment 
une base denombrable d'ouverts pour la topologie de la convergence uniforme sur les 
compacts. 

Pour montrer la densite presque sure des orbites sous Paction de la transformation 
de Levy, il suffit d'apres le corollaire 2] de montrer que pour tout / G W, t > et h > 0, 
il existe n G N tel que K^(W^^\ Vt{f, h)) > presque surement, autrement dit que, 

supP[iy(") G Vt{f\p)\W^^\ > p.s. 

neN 

Mais pour n G N*, = done 

II - I fl II < II - f II 
II I-' I \\[0,t] - II '^'^ ll[o,t]- 

Pour que VF^") soit proche de / pour la norme de la convergence uniforme sur [0, t], il est 
done necessaire que ii^"^ soit proche de |/| pour la norme de la convergence uniforme sur 
[0,t]. Mais le fait que i?^") soit proche de |/| ne garantit pas qu'on puisse rendre M^^") 
proche de / par un choix convenable de la famille de signes En effet, la trajectoire 
W^"'^ = En ■ R^""^ ne pent changer de signe qu'en un zero de Si / possede un zero 

isole zq et change de signe en zq, il faut done que possede un zero proche de zq pour 
que puisse approcher /. 

C'est pourquoi nous allons introduire une topologie prenant en compte la distance 
entre les zeros. 

3 Topologie de la convergence uniforme sur les compacts 
avec controle des zeros 

3.1 Construction d'ecarts definissant la topologie 

Pour / G W et t > on note Z{f) = {s G R+ : /(s) = 0} et Zt{f) = Z{f) n [0,t]. 

Un ecart naturel sur W permettant de s'assurer que les zeros de / sur [0, t] sont 
proches de ceux de g et inversement, est la distance de Hausdorff entre Zt{f) et Zt{g) : 

A(/,9) = dH{Ztif),Zt{g)) 

= max{6>0:Zt{f)cZt{g) + [-6,6] et Zt{g) C Zt{f) + [-6, 6]} 
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Get ecart presente cependant 1 'inconvenient d'etre sensible aux phenomenes de bord : 
pour t > s > 0, Dt{f,g) > t — s lorsque f{t) = et g ne s'annule pas sur [s,t], meme si 
g s'annule peu apres t. On remedie a cet inconvenient en posant 

dP(/,5) = mi{6 > : Zt^sif) C Z{g)+] - 6,d[ et Zt-s{g) C Z{f)+] - 6,6[}. 

On remarque que I'inclusion Ztsif) C Z{g)+\ — 5,5[ est d'autant plus facile a realiser 
que 5 est grand, et que si elle est verifiee pour un reel 5 > 0, on pent trouver 5' < 5 pour 
lequel elle est encore verifiee. On a done 1' equivalence 

d^^{f,g) < S ^ Zt^sif) C Z{g)+] - 5,5[ et Zt^sig) C Z{f)+] - 6,6[. 

Autrement dit, I'inegalite df^{f,g) < 6 signifie que tout zero de / anterieur at — 6 est a 
distance inferieure a 5 d'un zero de g, et inversement. A I'aide de I'equivalence ci-dessus, 
on verifie facilement que la formule definit un ecart sur W. 

Notons df^ associe a la norme de la convergence uniforme sur [0,t] : pour f,g^ W, 
= 11/ - 9\\[o,t] = max{|/(5) - g{s)\ ; s € [0,t]}. 

Definition 9. (Topologie CUCZ sur W) 

On appelle topologie de la convergence uniforme sur les compacts avec controle des 
zeros la topologie associee aux ecarts d?^ et d?^ pour t > 0. 

Comme ces ecarts sont croissants par rapport a t, les ouverts 

Vt{f,p,5) = {gGV: < P ; dP(/,5) < S}. 

pour / € W fixe et t > 0, p > 0, 5 > forment une base de voisinages de /. 

3.2 Proprietes de la topologie CUCZ 

Grace a la croissance des ecarts df^ et df^ par rapport a t, on voit que la topologie 
GUGZ est metrisable. Nous allons voir que W est separable pour cette topologie. Nous 
allons meme montrer un resultat plus precis. 

Lemme 10. (Densite des fonctions continues afRnes par morceaux) 

Les fonctions continues, nulles en 0, affines par morceaux, ayant des points de subdvi- 
sion rationnels et prenant des valeurs rationnelles en ces points forment une partie dense 
de W pour la topologie CUCZ. 

Les fonctions continues, positives, nulles en 0, affines par morceaux, ayant des points 
de subdvision rationnels et prenant des valeurs rationnelles en ces points forment une 
partie dense de W+ pour la topologie CUCZ. 

Demonstration. Solent / € W et t > 0, ;9 > 0, 5 > 0. Quitte a reduire 6, on pent 
supposer que 

Osc[o,t](/,5) := sup{|/(si) - /(s2)| ; (si,S2) G [0,tf, \si - S2I < 6} < p. 
Ghoisissons un nombre fini de zeros de / sur [0,t], = zq < . . . < Zm, tels que 

■m 

Ztif) C \J]zk-d,Zk + S[ 

k=0 
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et construisons une subdivision = to < . . . < tn = t de [0,t] en. intervalles de longueur 
< 6, contenant les instants zi < ... < z^- Soit g I'application obtenue en interpolant 
lineairement / sur chaque intervalle de subdivision et constante egale a f{t) sur [t, +oo[. 
On verifie facilement que df^ {f, g) < p grace a I'inegalite Osc(/| ^ ^^6) < p. Par ailleurs, 
comme g s'annule en zq < . . . < z^, on a 

Zt^s{f)cZt{f)cZ{g)+]-5,5[. 

Inversement, sur chaque intervalle de subdivision, g est afHne et coincide avec / aux 
extremites. Pour que g possede un zero sur un intervalle de subdivision, il faut que / 
possede aussi un zero sur cet intervalle. Comme les intervalles de sudivision sont de 
longueur < 5, on a done 

Zt-s{g) C Zt{g) C Z {/)+]- 6, 6[, 

ce qui montre que d^'^{f,g) < 6. Ainsi g € Vt{f,p,6). De plus g est positive si / I'est. 

Ces proprietes restent valables si Ton remplace les instants de subdivision ti < . . . < 
tn et les valeurs non nulles de g a ces instants par des rationnels proches. □ 

Corollaire 11. (Existence d'une base denombrable d'ouverts) 

La topologie CUCZ possede une base denombrable d'ouverts et engendre la meme 
tribu que la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. 

Demonstration. Soit D une partie partie denombrable dense de W. On verifie facile- 
ment que les ouverts Vt{f,p,5) pour f £ D, t £ N*, p € Q^, S £ forment une base 
denombrable d'ouverts. 

II reste a verifier que ces ouverts sont des boreliens pour la topologie de la convergence 
uniforme sur les compacts. Cela se voit en ecrivant que df''^{f,g) < 5 si et seulement si 

mf{\g{s)\ ; s £ [0,t - 6] ; d{s, Z{f)) > 5} > 

et 

36'£Qn]0,6[, sup in{{\g{s)\ ; s £ [z - S' , z + 6']} = 0, 

et en remarquant que les bornes inferieures sur s et superieure sur z ci-dessus se ramenent 
par continuite a des bornes sur des ensembles denombrables denses. □ 

Donnons un exemple d'ouvert utile pour la suite. 
Lemme 12. (Exemple d'ouvert de la topologie CUCZ) 

Pour b > a > 0, Vensemble des trajectoires de W possedant an moins un zero dans 
]a,b[ est un ouvert de la topologie CUCZ. 

Demonstration. En effet si / € W s'annule en z G]a, 6[, alors toute application g £ W 
telle que d^^{f, g) < min(z — a,b — z) possede au moins un zero dans ]a, h[. □ 

3.3 Approximation d'une fonction a partir d'une approximation de sa 
valeur absolue 

Soient / £ W. Le lemme ci-dessous montre que si une trajectoire r £ W+ approclie 
I/I pour la topologie CUCZ, alors en imposant un nombre fini de signes de e £ on 
obtient une trajectoire e • r approcliant /. 
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Lemme 13. (Comment approcher / a partir d'une approximation de |/|) 
Soient f e W et t > 0, p > 0, 6 > tel que 

Osc[o,t](/,5) := sup{|/(si) - /(s2)| ; si,S2 G [0,i] et |si - S2I < S} < p. 

Soitr eW+nVt{\f\,p,6). Alors : 

1. Si si < S2 sont deux instants de [0,t] tels que /(si) et /(S2) sont de signes opposes 
et de valeurs ahsolues strictement plus grandes que p, alors r possede un zero dans 
]si,S2[. Par consequent, si I est un intervalle d'excursion de r, le signe de f est 
constant sur {s G / H [0, t] : \ f{s)\ > p}. 

2. Soit e € -E. Pour que \\e ■ r — /||[o,t] < ^p, H suffit que pour tout I intervalle 
d'excursion de r commencee avant t tel que sup/^jQ^^j > 2/7, e{q{I)) soit egal 
au signe de f sur I'ensemhle non vide {s € / PI [0,t] : \ f{s)\ > p}. 

Demonstration. Montrons les deux points. 

1. Montrons le resultat par contraposition. Soient si < S2 deux instants de [0,t] tels 
que f{si) et f{s2) soient de signes opposes et de valeurs absolues strictement plus 
grandes que p. D'apres le theoreme des valeurs intermediaires, / possede au moins 
un zero z G]si, S2[- Comme Oscp^^j (/i ^) <p,ona.si + 6<z<S2 — Si<t — 5. Mais 
comme d^^ {\f\,r) < 6, la trajectoire r possede un zero dans I'intervalle ]z — 6, z + 6[, 
qui est inclus dans ]si, S2I Done si et S2 appartiennent a des intervalles d'excursion 
de r disjoints. 

2. Supposons que e est choisi comme ci-dessus. Soit s G [0,t]. De deux choses I'une : 

- soit r{s) > 2/9, et alors \f{s)\ > 2p — \ \f — "rHjo^t] > P- Par consequent, si q est 
le rationnel numerotant I'excursion de r enjambant s, le signe e{q) est celui de 
f{s), si bien que 

\{e.r){s)-m\ = \r{s)-\f{s)\\<p. 

- soit r{s) < 2p, et alors < 2p + ||/ — ?"j|[o,t] < 3p, d'ou 

\{e-r){s)-f{s)\<r{s) + \f{s)\<5p. 
Dans tons les cas, |(e • r){s) — < 5p. 

□ 

CoroUaire 14. (Passage de la chame {Rn)neN a la chame (Wrt)nGN) 

Pour montrer que I'orbite de preque toute trajectoire w € W est dense W pour la 
topologie CUCZ, il suffit de montrer que pour tout ouvert U de W+ pour la topologie 
CUCZ, 

supP[i?(") G > p.s. 

n.eN 

Demonstration. En effet, grace au corollaire |4] et a I'existence d'une base denombrable 
d'ouverts, il suffit de montrer que pour tout / G W+, t > 0, p > 0, (5 > 0, 

supP[VF(") G Vt{f,bp,5)\W^^^] > p.s. 

n.eN 

Quitte a reduire (5, on pent supposer que Osc[o,j](/, 5) < p. 
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Soit n G N. Mors = e„+i • Notons X(i?(")) l'ensemble des intervalles 

/ d'excursion de i?^") commencjant avant t tels que sup/np,*] \R^'^\s)\ > 2p. L'ensemble 
aleatoire I{R^'^^) est fini par continuite des trajectoires de R^'^\ 

D'apres le lemme precedent, pour que I'evenement 

[^("+1) e Vt{f,5p,6)] soit realise, 
il suffit que ii^") € Vt{\f\, p, 6) et que pour tout / G X(ii(")), e„_|_i(g(/)) soit egal au signe 
de / sur {s € / H [0,t] : |/(s)| > p}. Comme En+i est independante de 72^"^ et suit la loi 
uniforme sur { — 1, 1}^+, on a done 

, , , ^ , , /In Card X(i?(")) 

Par consequent, si Pfi?^"') G Vi(|/|, /9, (5)1^2^''''] > presque surement, alors 

p[Vf^{"+i) g T4(/,5p,5)|i?(°)] > presque sHrement. 

On obtient ainsi le resultat voulu en remarquant que a{R^^'') = a{W^^'') puisque 

(voir les rappels du paragraplie 2.1). □ 

Un des interets de travailler avec la chaine de Markov (i?("'))„gN plutot qu'avec la 
chaine de Markov (VF^"'^)nGN est qu'il est possible de preserver, ou presque, le debut des 
trajectoires par un choix convenable des families de signes. 

En effet, la famille de signes 1 G constante egale a 1, verifie F{l,r) = r — r = r 
pour tout r G W+. La difficulte est qu'on ne pent imposer qu'un nombre fini de signes 
dans les families ei,e2, - ■ ■ pour avoir des probabilites strictement positives. Nous allons 
done utiliser le fait que F{e, r) est proche de r en norme uniforme sur un intervalle [0, t] 
des que e{q) = 1 pour tout rationnel q numerotant une excursion de r de hauteur > i] 
commengant avant t, avec r/ > petit. 

Cela nous amene a etablir des proprietes de continuite presque partout. 



4 Resultats de continuite presque partout 

Sauf mention explicite du contraire, on munira toujours E = { — 1, 1}*^+ de la topo- 
logie produit et W_|_ de la topologie induite par la topologie de la convergence uniforme 
sur les compacts avec controle des zeros. 

4.1 Continuite de Paction de E sur W 

Dans ce paragraphe, nous allons montrer la continuite de I'application {e,w) >—> e - w 
de X W dans W pour la topologie CUCZ pourvu qu'on se restreigne aux trajectoires 
sans zero rationnel. 

Lemme 15. (Continuite de la numerotation des excursions) 

Soit wq G W une trajectoire sans zero rationnel autre que 0. Soit t > tel que 
Wo{t) ^ 0. II existe deux reels T > t et 6 > tels que pour tout w G W, 

d^^{wo,w) <6^ Qt{w) = Qt{wo). 

Demonstration. Notons qo = Qtiwo) et ]a, 6[= Itiwo) I'intervalle d'excursion de wq 
enjambant t. Soit F l'ensemble (fini) des elements de precedant go pour I'ordre 
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introduit au debut du paragraphe 3.2, y compris qq. Pour que Qt{w) = qq, il faut et il 
sufHt que qq soit le seul element de F dans It{w). Cela se produit des que d^^_^g{wo, w) < 6 
ou 

6 = min minflg' — a\, \q — 61). 

q€FU{t} 

En effet, I'inegalite d^_^g{wo,w) < 5 assure que les bornes de I'intervalle d'excurion It{w) 
sont dans ]a — 5,a + 6[ et ]b — 6,b -\- 5[. □ 

Lemme 16. (Comparaison des modules de continuite de w et e ■ w) 

Soient e (z E, w G W et t > 0. Pour tout 6 > 0, notons 

Osc[o,t](t^,(5) = sup{|w(si) - w{s2)\ ; si,S2 G [0,t] et |si - S2I < 5}. 
Alors Osc[o.t](e ■ w,6) <2 Osc[o^t](w, (5). 

Demonstration. II suffit de remarquer que |e • = \w\ et d'utiliser les inegalites 

Osc(|u;|) < Osc(w) < Osc(w;+) + Osc{w-) < 20sc(|'u;|) 
dans lesquelles on a omis d'ecrire I'intervalle [0, t] et la variable 5. □ 
Proposition 17. (Continuite de Paction de E sur W) 

Si Von munit E de la topologie produit et W de la topologie CUCZ, I'application 
{e,w) ^ e ■ w de E X W dans W est continue en tout couple [cq^wq) ou cq & E et 
u'o € W est une trajectoire sans zero rationnel. 

Demonstration. Soient {en)n>i une suite convergant vers cq pour la topologie produit 
et {wn)n>i une suite convergant vers wq pour la topologie CUCZ. Comme les trajectoires 
Cn ■ Wn et Wn ont les memes zeros, il suffit de montrer que la suite (cn ■ Wn)n>i converge 
uniformement sur les compacts. 

Comme la suite {wn)n>i converge vers wq uniformement sur tout segment [0,t], elle 
est uniformement equicontinue sur [0,t]. D'apres le lemme precedent, il en est de meme 
pour la suite (e^ • Wn)n>i- H suffit done de verifier que (e„ • Wn){t) — > (eo • WQ){t) pour 
t > fixe. 

Si Wo{t) = 0, alors on remarque simplement que |(e„-t(;„)(t)| = — t- |i«o(i)l = 0- 

Si WQ{t) 7^ 0, on montre la convergence de {en{Qti'Wn)))n>i- Cette convergence de- 
coule de la convergence ponctuelle de {en)n>i et du fait que Qt{wn) = Qt{wo) a partir 
d'un certain rang, grace au lemme [T5l □ 

4.2 Continuite de I'application w ^-^ w — w de W dans W_|_ 

Pour w € W, on note N{w) I'ensemble des instants de records negatifs de w, qui est 
aussi I'ensemble des zeros de w — w 

N{w) = {teR+ : w{t) = w{t)} = Z{w - w). 

Proposition 18. (Continuite de I'application w ^ w — w de W dans W+) 

Soit Wq € W. Si pour tout z € N{wo) et 6 > 0, wo{z — 5) > wo{z + 6) avec la 
convention wo{t) = pour t < 0, alors I'application w w — w, de W muni de la 
topologie de la convergence uniforme sur les compacts dans W+ muni de la topologie 
CUCZ, est continue en wq. 
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Demonstration. Soient wq G W verifiant les hypotheses et w & W. Notons = wq — wq 
et r = w — w. Soient t > 0, p > et 6 g]0, t[. Pour avoir r € Vt{rQ, p, 6), il suffit que 

1- Ik - ^oll[o,t] < p; 

2. Zt^s{r)cZtiro)+]-6,5[; 

3. Zt^siro)cZtir)+]-6,6[. 

Montrons que ces trois conditions sont verifiees si \ \iu — u^o||[o,t] ^st sufHsament petit. 
On commence par remarquer que — ?yo||[o,t] ^ ||^ — w;o||[o,t]; d'oii 

\\r - ro||[o,t] < 2||u; - u;o||[o,i]- 

Done la condition 1 est reahsee des que \ \w — wo||[o,t] < p/2. 

Par continuite de tq et compacite de K = {s [0,t] : (i(s,Zj(ro)) > 6}, la borne 
a = inf{ro(s) ; s G K} est atteinte et strictement positive. La condition 2 est realisee des 
que \ \w — ti'o||[o,i] < 0(/2 puisque cette inegalite entraine ||r — ro||[o,t] < a, ce qui interdit 
a r de s'annuler sur K. 

Enfin, I'hypothese faite sur wq, la continuite de wo_ et compacite de Zt{rQ), assurent 
que la borne 

/3 = inf{u^(^ -6) - wo{z + 6) ; z e -^t(ro)} 

est strictement positive. La condition 2 est realisee des que \\w — ?yo||[o,t] < puisque 
cette inegalite entraine, pour tout z G Zt{ro), 

w{z - 6) - w{z + 6) > wo{z - 6) - wo{z + 5) - /3 > 0, 

ce qui implique I'existence d'un record negatif de w, done d'un zero de r dans I'intervalle 
]z-d,z + S[. □ 

Par composition, on obtient ainsi la continuite presque partout de F. 

Proposition 19. (Continuite presque partout de F) 

L'application F : {e,r) e ■ r — e ■ r de E x W+ dans W+ est continue presque 
partout pour Cg" Pr oil P^ est la lot uniforme sur E = { — 1, 1}^+ et Pr la loi du 
mouvement brownien reflechi. 

4.3 Definition de la transformation F apres un instant a > 

Pour pouvoir preserver le debut des trajectoires, nous allons definir une transforma- 
tion Fa de X W+ dans W-|_ qui se comporte comme I'identite de W-|_ avant un instant 
a > et comme F ensuite. Nous avons besoin d'introduire quelques notations. 

Definition 20. (Families hybrides de signes) 

Pour t > et ei,e2 € E = { — 1, 1}^+; on definit la famille hybride « ei puis 62 a 
I'instant t »notee ei ^ 62 par 

(ei ^e2)(g) = ei(t) siq<t, 
(ei ^e2)(g) = 62(4) siq> t. 
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Definition 21. (Definition de Da et Fa) 

Pour a > et w W, on note Da{w) = inf(Z('u;) H [a,(X)[) le premier zero de w 
apres I'instant a. 

On definit la transformation « F apres a »de E x W+ dans W+ en posant 

Fa{e,r)=F{l''^'\,r). 

Autrement dit, 

pourt<Da{r), Fa{e,r){t) = r{t), 
pour t > Da{r), Fa{e,r){t) = (e • r)(t) - min[£,^(r)^t] (e • r). 

On remarque que Fq = F puisque Do{r) = pour tout r G W_|_. Voyons quelques 
proprietes immediates de la transformation Fa- 

Lemme 22. (Preservation de Da par Fa) 

Quels que soient e & E et r € W_|_, Da{Fa{e,r)) = Da{r). 

Demonstration. Par construction, la trajectoire Fa{e,r) coincide avec r sur [0,Da{r)], 
done Da{r) est le premier zero de Fa{e,r) sur I'intervalle [a, +oo[. □. 

Nous allons voir que la transformation Fa dans laquelle les signes sont choisis au 
hasard se comporte apres I'instant Da comme la transformation F. Pour donner un sens 
precis a cette affirmation, nous avons besoin d'introduire I'operateur de translation Od^. 

Definition 23. (Operateur de translation ^d^) 

Pour tout r € W4. tel que Da{r) < +00, on note ^_D„(r) la trajectoire de W4- definie 

par 

SDa{r){t) = r{Da{r) + 1) pour t > 0. 

Par recurrence du mouvement brownien reflechi, I'operateur est defini i-*R-presque 
partout et la propriete forte de Markov nous dit que Oij^ preserve la loi Pr. 

Lemme 24. (Lien entre F et Fa) 

Soient r € W4. tel que Da{r) < +00 et e une variable aleatoire de loi uniforme sur 
E. Alors 

QDa{Fa{£,r)) a meme loi que F{e,0Dair))- 

Demonstration. Par definition de F, Fa et de Ooai ^ pour tout t >0 : 

Fie,9nAr)m=e{Qti9DAr))) r{Da{r) + t), 
et grace au fait que Da{Fa{e,r)) = Da{r), 

9DAFa{e,r))it) = eiQD^ir)+t{r)) r{Dair)+t). 
II suffit done de montrer que 

{^{QDa{r)+t{r)))t>o a meme loi que {e{Qt{9Da{r))))t>o- 
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Soit s une permutation (deterministe) de Q+ telle que s(0) =0 et telle que pour tout 
rationnel numerotant une excursion de ODai''")^ ^{q) soit le rationnel numerotant I'excur- 
sion correspondante de r. Par construction de s, on a done Q Da(r)+t{''") — ^{Qt{G Da (''"))) 
pour tout t > 0. he resultat decoule du fait que e o s a meme loi que e. □ 

Le resultat ci-dessous montre que la transformation Fa ou les signes sont choisis au 
hasard preserve la loi du mouvement brownien reflechi. 

CoroUaire 25. (Effet de la transformation Fa) 

Soient R un mouvement brownien reflechi et e une variable aleatoire independante 
de R et de loi uniforme sur E = { — 1, 1}*^+. Alors 

1. Le processus 6D^{Fa{£, R)) est independant de {Rt)o<t<Da{R) ^ meme loi que 

2. Le processus Fa{£,R) est un mouvement brownien reflechi qui coincide avec R 
jusqu'd I'instant Da{R). 

Demonstration. D'apres le lemme precedent et par independance de e et de R, 
C{eDAFa{e,R))\R) =C{F{e, Od^ {R))\R)- 

On en deduit, grace a la propriete de Markov et a la preservation de la loi du mouvement 
brownien reflechi par F{£,-) et 6 Dai 

C{eDa{Fa{e,R))\{Rt)o<t<DaiR)) = ^{Fi^i(^Da{R))) = Pr, 

ce qui montre le point 1. 

On en deduit le point 2 par la propriete de Markov en remarquant que le processus 
Fa{£,R) s'obtient en concatenant {Rt)o<t<Da{R) ^Dai^ai^, R))- D 

4.4 Continuite presque partout de la transformation Fa 

Nous allons montrer que Fa est continue presque partout sur E x W+. 

Lemme 26. (Continuite de Da et de ^Da) 

Soit wq S W+. Si I'instant a n'est pas le debut d'une excursion de wq, I'application 
Da : W+ — )■ [0, +oo] est continue en wq. Si de plus Da{wQ) < +oo, alors la fonction 
^Da '■ W+ ~^ W+ est continue en wq. 

Demonstration. Pour montrer la continuite de Da, on distingue trois cas. 

1. Cas ou Da{wo) = a (autrement dit WQ{a) = 0). 

Soit b > a. Comme a n'est pas un debut d'excursion de wq, wq possede au moins 
un zero dans ]a,b[. L'ensemble Oa^b = {w W_|_ : w possede un zero dans ]a, &[} 
est done un voisinage de wq (grace au lemme [T2]) et pour tout w € Oa,6) on. a 
a < Da{w) < b. 

2. Cas ou a < Da{wQ) < +oo. 

Notons d = Da{wQ) et notons g le dernier zero de wq avant I'instant a. Alors 
g < a < d. Soit 5 e]0, min(a — 5, d — a)]. Pour tout u; E W tel que d'^_^g{u)o,w) < 6, 
w possede un zero dans ]d — 5,d + 5[ mais n'en possede pas dans [g + 6,d — S\, done 
d-5 < Da{w) <d + 6. 
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3. Cas ou Da{wo) = +00. 

Notons g le dernier zero de wq avant I'instant a. Alors g < a. Soit t > a. Pour tout 
tt; G W tel que df^^_g{wo,w) < a — g, w ne possede pas de zero dans [a,t], done 
Da{w) > t. 
Dans les trois cas, Da est continue en wq. 

Pour montrer la continuite de Oo^^ on etend la topologie CUCZ a W = C(R+,R) 
en posant Z{w) = {t € R+ : w{t) = 0} U {0} pour tout w S W puis en definissant les 
ecarts df^^ et comme sur W. Le fait de mettre systematiquement dans Z{w) ne 
change rien pour les trajectoires qui s'annulent en mais permet d'eviter les problemes 
de bord en 0. 

Sur I'ensemble des trajectoires w telles que a n'est pas un debut d'excursion de w et 
Da{w) < +00, on ecrit alors comme la composee de I'application w 1— )> {Ooa et 
de {t,w) 1-^ Ot{w) = w{t + •). La premiere de ces applications est continue par continuite 
de Da- La continuite de la seconde decoule des inegalites suivantes pour < a < b < T, 
u,v eW et t > : 

d?''i9aiu),e,iv)) < df''{9a{u),ea{v)) + df"" {6a{v) , eb{v)) 

< (ir+t(w,v) + Osc[o^T+t]{v,b - a) 

et 

d^^i9a{u),9hiv)) < d^^iea{u),ea{v)) + dP (0, (t;) , 0^ (t;)) 

< d^^^{u,v) + b-a. 

D'ou le resultat annonce. □. 

Notons W^^a I'ensemble des trajectoires de W qui sont positives sur [0, a]. De la 
continuite de Da et de la continuite de Taction de E sur W (proposition I17p. on deduit 
immediatement le corollaire suivant. 

Corollaire 27. (Continuite de Paction apres Da de E sur W) 

Soient cq E et wq (z W. Si I'instant a n'est pas le debut d'une excursion de wq et 
Da{wo) ^ Qj ^es applications 

(e, r) i-^- 1 ^ e de E X W+ dans E, 

Da (r) 

(e,r) I— >■ (1 ^ e) ■ r de E X W+ dans W+^a 
sont continues en (eo,tt^o)- 

La proposition ci-dessous se demontre comme la proposition [TSl 

Proposition 28. (Continuite de Papplication w i-^ w — w de W_|_ ^ dans W+) 

Soit wq € W+^a telle que pour tout z € A^(u;o)n[a, +oo[ et6>0, wo{z—6) > wq{z+6) 
avec la convention Wo{t) = pour t < 0. L'application w ^ w — w de W+^a muni de 
la topologie de la convergence uniforme sur les compacts dans W_|. muni de la topologie 
CUCZ est continue en wq. 

Par composition, on obtient finalement le continuite presque partout de F^. 
Proposition 29. (Continuite presque partout de Fa) 

L 'application 

i^a '■ [e,r) [1 ^ e) ■ r — [1 ^ e) ■ r 
de E X W+ dans W4. est continue presque partout. 
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5 Accessibilites d'ouverts 



Dans toute cette partie, nous introduisons la notion d'accessibilite par Fa qui est un 
outil essentiel de la demonstration. 

On garde les notations introduites dans la partie 12.41 On notera Pr la loi du mouve- 
ment brownien reflechi (qui est done une probabilites sur W+) et la loi uniforme sur 
£:= {-1,1}Q;. 

Definition 30. (Accessibilite par Fa) 

Soient a > 0, r G W-(_ et B une partie mesurable de W+. On dira que B est accessible 
par Fa depuis r s 'il existe n (^ISi tel que 

P[Faien,-)o---oFaiei,-){r) eB]>0. 

he corollaire[T4]nous dit que pour demontrer le theoreme[Tl il suffit de verifier que tout 
ouvert non-vide de W+ est accessible par Fq = F depuis Pfj-presque toute trajectoire 
r G W+ . 

Nous allons demontrer que si 6 > a > 0, I'accessibilite d'un ouvert (ou meme d'un 
presque-ouvert, notion definie a la sous-section 15. 2p par la transformation Fj, entraine 
son accessibilite par Fa- 

5.1 Consequences de la continuite presque partout de Fa 

Pour tout a > et tout borelien B de W+, notons Aa^i{B) I'ensemble des trajectoires 
de W-|_ d'oii I'on accede par Fa en un coup avec probabilite strictement positive : 

AaAB) = {r G W+ : P[F,(ei,r) e B] > 0}. 
Notons F-^{B) V image reciproque de B par Fa : 

FaHB) = {(e,r) eExW+: Fa{e,r) G B}. 
Notons Oa,i{B) la projection de I'interieur de F~^{B) sur W+ : 

Oa,i{B) = {r G W+ : 3e G ii;, (e,r) G {F-\B)y}. 

Lemme 31. (Consequence de la continuite de Fa) 

Fixons a > 0. Soit V un ouvert de W+ pour la topologie CUCZ. Alors Oa^iiV) est 
un ouvert contenu dans Aa^i(y) et Ppi[Aa^i{V) \ Oa,i{V)] = 0. 

Demonstration. Le fait que Oa,i{V) soit un ouvert contenu dans Aa^i{V) est immediat. 
En effet, si rg G Oa,i{V), alors on pent choisir cq G tel que (eo,ro) G (^F~^{V)Y et : 

- pour tout r dans un certain voisinage de rg, (cq, r) G done r G Oa,i{V) ; 

- I'ensemble des e £ E tels que (e,ro) G Fa^{V) est un voisinage de cq, done est de 
mesure positive pour P^. 

Par ailleurs, notons 

A = {{e,r) e E X {Aa,i{V)\Oa,i{V)) : Fa{e,r) eV}. 
Alors par definition de Oa,i{V), 

AcF-\V)\{F-HV)y. 
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Done A est eontenu dans I'ensemble des points de diseontinuite de Fa- Comme Fa est 
continue presque partout sur E x W+, on a done 

= (P, Pr){A) = [ P[Fa{ei,r) G V] PR{dr). 

J Aa,l(y)\Oa,l{y) 

Mais P[Fa{e,r) G > pour tout r G Aa,i{V), done PR[Aa,i{V) \ Oa,i{V)] =0. □ 

Signalons quelques proprietes immediates de I'applieation qui a un borelien B assoeie 
le borelien Aa^i{B). Ces proprietes nous seront utiles par la suite. 

Lemme 32. (Proprietes de i) 

1. Pour toute suite {Bn)ne'N de boreliens de W, 

Aa,l( U Bn) = \J Aa,l{Bn) 



n6N n6N 

2. St Pr{B) = 0, alors PR{Aa,i{B)) = 0. 

3. Si Bi C B2 PR-presque surement, alors Aa^i{Bi) C Aa,i(i?2) PR-presque surement. 

Demonstration. Montrons les differents points 

Le premier point decoule immediatement des inegalites 

sup P[Fa{eur) G S„] < P[F,(ei,r) G J < ^[^-^(^I'O e ^n]- 
Le deuxieme point vient du fait que Fa{ei,R^^'^) a meme loi que 

(coroll aire \zo\] , 

d'ou 

/ P[Fa{ei,r) G B] PR{dr) = e B] = Pr{B) = 0. 

JW+ 

Done P[Fa(ei,r) G i?] = pour Pfj-presque tout r G W+, c'est-a-dire PR{Aa^i{B)) = 0. 
Le troisieme point se deduit des deux premiers en remarquant que 

^,,1(^2) U Aa,l{Bi \ B2) = Aa,l{Bi U B2) D Aa,l{Bi) 

etquePRiAa,i{Bi\B2)) = 0. □ 
5.2 Ensembles presque ouverts dans W+ 



Nous introduisons ici une notion commode pour la suite. 

Definition 33. (Parties presque ouvertes) 

Soit V une partie de W+. On dit que V est presque ouvert dans W+ et que V est 
un presqu' ouvert de W+ lorsque V \ V° est negligeahle pour Pr. De fagon equivalente, 
un presqu' ouvert de W_|_ est la reunion d'un ouvert de W_|_ et d'un negligeahle pour Pr. 

Autrement dit, V est presque ouvert dans W4. si P^-presque tout point de V est 
interieur a V . Voyons quelques proprietes des presque-ouverts. 

Lemme 34. (Proprietes immediates de stabilite des presque-ouverts) 
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- Toute union denombrable de presque-ouverts est un presque-ouvert. 

- Toute intersection finie de presque-ouverts est un presque-ouvert. 

- L'image reciproque d'un ouvert par une application continue presque partout de 
W_|_ dans W+ est un presque-ouvert. 

- L'image reciproque d'un presque-ouvert par une application continue presque par- 
tout de W+ dans W+ et preservant la mesure est un presque-ouvert. 

Proposition 35. (Autres proprietes de stabilite) 

Soient V un presque-ouvert de W_|_ et a > 0. Les ensembles ci-dessous sont presque 
ouverts. 

- le translate 0^ {V) ; 

- I'ensemble des trajectoires d'ou I'on peut acceder a V par Fa en un coup : 

Aa,i{V) = {r G W+ : P[Fa{ei,r) e V] > 0}; 

- I'ensemble des trajectoires d'ou I'on peut acceder a V par Fa en n coups, avec 
n G N ; 

Aa,n{V) = {reW+: P[F,(e„, •) o • • • o F,(ei, ■){r) e V] > 0}; 

- le domaine d 'accessibilite de V par Fa : 

Aa{V) = IJ Aa,n{V). 

Demonstration. Le fait que O^iV) est presque ouvert vient de ce que 6£)^ est continue 
presque partout sur W+ et preserve la mesure Pr. 

Par ailleurs, Aa^i{V) est la reunion de Aa^iiy°), qui est presque-ouvert d'apres le 
lemme [31] (Consequence de la continuite de Fa), et de Aa^i{V \ V°), qui est negligeable 
d'apres le lemme [5^ (Proprietes de Aa^i). Done Aa^i(y) est presque ouvert. 

Pour montrer que pour tout n E N, Aa^niY) est presque ouvert, il suffit d'etablir la 
relation de recurrence Aa^n{y) = ^a,i(^a,ri-i(^)) pour n > 2. On etablit cette egalite 
en remarquant que pour tout r G W+, 

P[Fa{en,-) o ■ ■ ■ o Fa{ei,-){r) ^V] = [ P[Fa{en,-)o---oFa{e2,-){Fa{e,r)) G V]Pe{de), 

Je 

d'ou 

r G Aa,niV) ^ Pe{e G E : F,(e,r) G ^a,n-l(^)} > ^ r G Aa,l{Aa,n-liV)), 

ce qu'il fallait demontrer. □ 

Les presque-ouverts se pretent bien a I'etude de leur accessibilite. Mais I'interet prin- 
cipal des presque-ouverts apparait dans les deux paragraphes suivants. 

5.3 Comparaison des accessibilites pour differentes valeurs de a 

Commengons par demontrer le lemme suivant. 
Lemme 36. (Comparaison des accessibilites en un coup) 

Soient b > a > et V un presque-ouvert de W+. Pour Pn-presque tout r G W_|_, 
P[Fb{e,r) G F] > ^ P[Fa{e,r) G > 0. 
Autrement dit, avec les notations du lemme WT[ A[,^i(y) C Aa^iiy) presque surement. 
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Demonstration. Grace aux proprietes de Aa^i (lemme |32l points 1 et 2), on pent se 
contenter de montrer le resultat dans le cas ou V est ouvert. 

Fixons une trajectoire r G W+ sans zero isole et sans zero rationnel telle que 
P[Fb(e, r) € y] > 0. Notons dt = Dt{r) pour t > 0. Nous allons demontrer que 

P[Fa{£,r) E y I l^e] > avec probabilite strictement positive. 

Par independance des signes, la loi conditionnelle de e sachant 1 ^ e admet la version 
reguliere donnee par 

£(e I 1 e = e) = C{e ^ e). 
pour toute famille e de I'ensemble E^^ = {e £ E ■.\/q < db, e{q) = 1}. 
Par hypothese, on a avec probabilite positive 

F{l!^e,r) = Fb{e,r) GV, 



et presque surement 

liminf(l^^e)(Qt(r)) = liminf e(Qt(r)) = -1. 

grace au fait que r possede une infinite d'excursions immediatement apres I'instant db- 

II suffit done de montrer que si e € E^^ verifie F{e, r) € F et limmft^dt+ ^(Qtif)) = 
— 1, alors 

P[Faie,r)eV\ l^e = e]>0, 

autrement dit 

P[Fa{e^e,r) eV]>0. 

Soient p > et 5 > tels que Voo{F{e, r), p, 5) C V, ou Ton note 

Vooif, p,6) = {geV :\\f- ff| |[o,oo[ < P ; Z{f) C Z{g)+] -6,6[; Z{g) C Z(/)+] - 6, 6[}. 

Choisissons un instant Iq realisant le minimum d'une excursion negative de e-r de hauteur 
< p/4: contenue dans ]db,db + 6[. 

Grace aux hypotheses sur r, on pent choisir egalement des instants ti > . . . > t„ de 
]da, db[, realisant les maxima d'excursions de r, tels que r(tn) < . . . < r{ti) < r(to) et 



Z{r)n]da,db[C \J]ti-6,ti + 5[. 



i=l 

Notons qq > . . . > Qn les rationnels numerotant ces excursions. Soit C I'ensemble des 
families de signes f (z E telles que 

/(«) = -Isiqe {qo,...,qn}, 

f{q) = 1 si g ^ {(/o, • • • , qn} et q numerote une excursion de hauteur > r(t„) avant to, 
f{q) = 1 si g ^ {go, • • • , qn} et q numerote une excursion de longueur > 5 avant db + 5. 

L'appartenance a C ne depend que d'un nombre fini de signes, done I'evenement {e G C} 
est de probabilite strictement positive. Si e G C, on pent faire les observations suivantes. 
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1. Pour tout rationnel q numerotant une excursion de hauteur > p/A, 

{l^e^e){q) = e{q). 

Done 

11(1 ie^^e) • r - e ■ r||[o,+oo[ < p/2 



d'ou 



\Fa{e^e,r) - F(e, r)||[o,+^[ = \\F{l^e^e,r) - F{e,r)\\[o^^^[ < p. 



2. Les trajectoires Fa{e,r) et F{e,r) coincident avec r sur [0, da] done ont les memes 
zeros sur [0, da]. Par ailleurs, pour tout s > to, 

(1 £ e) • r(s) = min ((1 e e) • r) = min(e • r) = e ■ r (s), 

[da,s] [to,s] 

done Fa{£ ^ e,r) = F{1 e e, r) et F(e, r) ont aussi les memes zeros sur [to, oo[ 
puisque leurs zeros sont les instants de records negatifs de (1 ^ e e) • r et de e • r. 

3. Les instants t„ < . . . < to sont des instants de records negatifs de (1 ^ e ^ e) • r 

done des zeros de Fa{£ ^ e,r) = F{1 ^ e ^ e,r). Comme F{e,r) coincide avec r 
sur [0, db] et comme dj, < tQ < dh + 5, 

Z{F{e,r)) n]da,to[ C (Z(r) n ]da, dfoQ U [4, to[ 



C \J]ti-5,ti+6[. 



i=0 



C Z{Faie''^e,r)) + ]-5,6[. 
Compte tenu du point 2, on a done 

Z{F{e,r)) cZ{Fa{e,r)) + ]-6,6[. 

4. Inversement, si s est un zero de Fa{£ ^ e,r) dans ]da,to[, alors : 

- soit dh < s < to et alors < s — di, < 6 ; 

- soit s < db] comme s est dans une excursion negative de e • r, cette excursion 
est de longueur < 5 puisque e C. 

Dans tons les cas, s est a distance < 5 d'un zero de r anterieur a d^, done d'un 
zero de F{e,r), ce qui compte tenu du point 2 montre I'inclusion 

Z{Faie^e,r)) C Z(F(e, r))+ ] - 5, 5[. 
Sur I'evenement de probabilite strictement positive {e € C}, on a ainsi 

Fa{e!i^e,r) eVoo{F{e,r),p,6) CV, 

ce qui aclieve la demonstration. □ 
Signalons un corollaire interessant bien qu'il ne soit pas utilise dans la suite. 

CoroUaire 37. (Accessibilite en un coup d'un presque-ouvert depuis lui-meme) 

Sous les hypotheses du lemme Wl[ on a Aa^i{V) D V presque surement. 
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Demonstration. Grace au lemme |32l il suffit de verifier I'inclusion pour un ouvert de 
la forme Vt{f,p,6) puisque V pent s'ecrire comme reunion denombrable de tels ouverts. 
Mais si y = Vt{f,p,6) avec t > 0, p > 0, 6 > 0, alors V est accessible en un coup par 
-^max(a,t) depuis tout w V puisque -Fniax(a,t) preserve les trajectoires sur [0,t]. Done V 
est accessible en un coup par Fa depuis presque tout r . □ 

Nous pouvons enfin demontrer la proposition ci-dessous, qui sera extremement utile 
par la suite. 

Proposition 38. (Comparaison des accessibilites) 

Soient b > a > et V un presque- ouvert de W+. Pour Pji-presque tout r € W-|_, si 
V est accessible par Ff, depuis r, alors V est accessible par Fa depuis r. 



Demonstration. Montrons par recurrence que pour tout n E N, Ah^niy) C ^a,n(^) 
presque surement. Le resultat est trivial pour n = et deja etabli pour n = 1 (lemme . 
Une fois I'inclusion Ai,^n{y) C ^a,n(^) presque surement etablie pour un entier n G N, 
on ecrit 

Ab,n+l{V) = A,l(Ab,„(T/))pC A,l(^a,„(^))pC Aa,l{Aa,n{V)) = Aa,n+l{V), 

grace au fait que Af^^ni^) et Aa^niV) sont des presque-ouverts et grace au point 3 du 
lemme □ 



5.4 Boreliens stables par Fa 

L'interet de la transformation Fa est de preserver les trajectoires jusqu'a I'instant 
Da, ce qui nous amene a nous interesser aux boreliens stables par Fa- 

Definition 39. (Parties stables par Fa) 

Soit a > 0. On dit qu'une partie B de W_|_ est stable par Fa si pour tout e £ E et 
r £ B, on a Fa{e,r) G B. 

Lemme 40. (Exemples de parties stables par Fa) 

Est stable par Fa : 

- tout borelien anterieur d Da dans la filtration naturelle canonique de W_|_ ; 

- I'ouvert Oa,b = {w £ W_|_ : w possede un zero dans ]a, b\} pour b > a ; 

- toute intersection de parties stables par Fa- 

Demonstration. Montrons les deux premiers points. 

Remarquons que Da est un temps d'arret pour la filtration naturelle associee au 
processus canonique sur W_|_. Si B £ J'Da et r G alors pour tout e G -B, la trajectoire 
Fa{e,r) coincide avec r jusqu'a I'instant Da{r), done Fa{e,r) G B grace au critere de 
Galmarino (voir j^, chapitre I, exercice 4.21). 

Montrons que pour b > a, Oa,b est stable par Fa- Soient r G Oa,b et e € E. Alors 
Da{r) < b. De deux choses I'une : 

- soit la trajectoire e • r reste positive ou nuUe sur ]Da{r), b[. Dans ce cas e ■ r = r 
sur ]Da{r),b[, d'oii Fa{e,r) = r sur ]Da{r),b[, et meme sur [0,6]. En particulier, 
Fa{e,r) possede un zero dans ]a,b[. 

- soit la trajectoire e-r prend des valeurs strictement negatives sur ]Da{r), b[ et alors 
tout instant de record strictement negatif sur ]Da{r),b[ est un zero de Fa{e,r). 
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Dans tous les cas, Fa{e,r) E Oa.fei ce qu'il fallait demontrer. □ 

L'interet de la notation de borelien stable par Fa apparait dans la proposition ci- 
dessous. 

Proposition 41. (Accessibilites successives et intersection) 

Soient b > a > et Bq, Bi, B2 des boreliens de W+ tels que 

- Bi est accessible par Fa depuis presque toute trajectoire de Bq ; 

- Bi est stable par Ff, ; 

- B2 est accessible par F^ depuis presque toute trajectoire de Bi . 

Alors B\ r\B2 est accessible par F^ depuis presque tout r ^ Bi. Si de plus, Bi et B2 sont 
presque ouverts, alors Bi D B2 est accessible par Fa depuis presque tout r £ Bq. 

Demonstration. Soit r G Bi. Comme Bi est stable par Ff,, on a pour tout n € N, 
Fbi^n, •) o • • • o Fii{ei, •)(r) G Bi surement, d'ou 

P[Fh{en, •) o • • • o Fbiei, ■){r) € Si n B2] = P[Fi,{en, •) o • • • o Fh{ei,-)ir) G B2]. 

Done Bi n B2 est accessible par Ffj depuis r puisque B2 Vest, ce qui montre la premiere 
affirmation. 

Si de plus Bi et B2 sont presque ouverts, alors Bi D B2 aussi, done par comparaison 
des accessibilites (proposition |38]) . Bi D B2 est accessible par Fa depuis presque tout 
r G -Bi. Par accessibilites successives (proposition [5|), Bi D B2 est accessible par Fa 
depuis presque tout r G -Bq- D 

5.5 Accessibilite et translation 

Nous allons maintenant relier I'accessibilite d'un ouvert V par F a I'accessibilite d'un 
translate 9~^^^{V) par Fa- 

Lemme 42. (Translation et accessibilite) 

Soient a > 0, et V un presque- ouvert de W-|_. II y a equivalence entre 

1. V est accessible depuis presque toute trajectoire de W-|_. 

2. (^~[)^{y) est accessible par Fa depuis presque toute trajectoire de W+. 

Demonstration. Soit r G W_|_ telle que Da{r) < +00. Une application repetee du 
lemme 12^ (Lien entre F et Fa) montre que pour tout n G N, 

^Da ° Fa{en, •) o • • • o Fa{ei, ■){r) a meme loi que F(e„, •) o • • • o F{ei, •) o Ooair), 

d'ou, 

P[Fa{en, •) o • • • o Fa{ei, ^(O € OdK^)] = P[^D^ o F,(e„, ■) o . . . o Fa{ei, ■){r) G V] 

= P[F{en,-)o---oFiei,.)oeDAr)^V], 

Par consequent, 0'^^{V) est accessible par Fa depuis r si et seulement si V est accessible 
par Fa depuis Ooai''^)- Comme Da{r) < +00 pour presque tout r G W_|_, on a done 

Aaid^liV)) = e^liAoiV)) p.s. 
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Comme 0£)^ preserve la loi Pr, on a ainsi 

ce qui entraine I'equivalence annoncee. □ 

Voyons maintenant un exemple d'application de ce lemme et de la proposition |4T| qui 
anticipe sur les resultats qui vont etre obtenus dans la section suivante : en utilisant le fait 
que pour tout t > 0, /) > et 5 > 0, 1'ouvert Vt(0, p, 6) est accessible par F depuis presque 
toute trajectoire de W_|_ (d'apres la proposition |44|) . on obtient le resultat suivant qui 
montre qu'on pent « remettre a zero »une trajectoire apres un instant Da en preservant 
la trajectoire avant cet instant. 

Proposition 43. (Remise a zero apres I'instant Dg) 

Soient a > 0, B un borelien de W+ anterieur d Da et t > 0, p > et 5 > 0. Alors 
le borelien B Ci 9]j^^{Vt{0, p,6)) , egal d 

{r £B : Da{r) < +oo ; \\r\\[Da{r),Da{r)+t] < P \ ,^ , max d{s,Zr) < 6)} 

est accessible par Fa depuis presque toute trajectoire de B. 



6 Approximation de la trajectoire nulle 

Le but de cette partie est de montrer le resultat suivant. 
Proposition 44. (Approximation de la trajectoire nulle en topologie CUCZ) 

Soient t > 0, p > et 5 > 0. L'ouvert Vt{0,p,6) est accessible depuis presque toute 
trajectoire de l'ouvert W+. 

La demonstration se fait en deux grandes etapes. La premiere consiste a approcher 
zero uniformement sur le segment [0,t], la seconde consiste a densifier les zeros sur 
I'intervalle [0,t]. 

6.1 Approximation uniforme de la trajectoire nulle 

Pour approcher la trajectoire nulle, I'idee est la suivante : notons — 1 G £^ la famille 
de signes dans laquelle tons les signes valent —1. La transformation F( — 1, •), de W+ 
dans W4., associe a toute trajectoire r la trajectoire (— r) — (— r) = r — r. Nous allons 
montrer que les images iterees de toute trajectoire par cette transformation convergent 
uniformement sur les compacts vers la trajectoire nulle, puis utiliser des arguments de 
continuite. 

L'outil de la demonstration est le comptage du nombre d'oscillations de hauteur fixee. 
Definition 45. (Amplitude d'une application d'un intervalle dans R) 

Si f est une application d'un intervalle I dans R, on appelle amplitude de f sur I le 
diametre de f{I), c'est-d-dire la difference ampj / = supj f — inf/ /. 

Definition 46. (Nombre d'oscillations de hauteur h) 

Soit h > fixe. Pour w € W, notons {Tn{w)) la suite d'instants definie parTQiw) = 

et 

Tn+i{w) = inf{t > Tn{w) : amp[7.^(^) w > h}. 
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Pour tout t € R+, on appelle nombre d' oscillations de w hauteur h avant I'instant t 
I'entier Nt{w, h) = sup{?i G N : Tn{w) < t}. 

Remarquons que par continuite de w, la suite (Tn{w)) est strictement croissante et 
tend vers +00, si bien que le nombre d'oscillations sur un segment (0, t] est fini. 

Lemme 47. (Caracterisation de Nt{w,h)) 

Quels que soient w € W et h > 0, t > n € 

Nt{w, h)>n + l sup min amp[„^^„^^^] w > h. 

0=ao<...<a„+i=f 0<i<n 

Demonstration. On remarque que I'amplitude de w sur chaque intervalle [aj,aj+i] de- 
pend continument de ai, . . . ,an, si bien que le sup pour = ao < ■ ■ ■ < an+i = t est en 
fait un maximum. 

L'implication =^ est evidente : si Nt{w, h) > n + l, il suffit de prendre ai, . . . , a„ egaux 
a Ti{w), . . . ,Tn{w). L'amplitude de w sur chaque intervalle [aj,aj+i] est superieure ou 
egale a h. 

Reciproquement, supposons qu'il existe une subdivision = oq < • • • < fln+i = t 
telle que I'amplitude de w sur chaque intervalle [ajjOj+i] soit superieure ou egale a h. 
Alors une recurrence immediate montre que Ti{w) < ai pour tout i € [0. . .n + 1]. En 
particulier, T„_|_i(t(;) < t, d'ou Nt{w, h) > n + 1. □ 

CoroUaire 48. (Semi-continuite superieure de Nt{w,h) par rapport a w) 

Quels que soient h > 0, t > et n £ l^i, Vensemhle {w G W : Nt{w, h) < n} est un 
ouvert pour la topologie de la convergence uniforme sur [0,t]. 

Demonstration. D'apres le lemme precedent, pour tout w € W, 

Nt{w,h)<n'^ sup min amp[ j u; < /i. 

II suffit de remarquer que pour tout segment [a, h] C [0, t] I'application w 1— )■ amp[„ w 
est lipschitzienne de rapport 2, lorsque W est muni de la norme || • ||[o,t], et que cette 
propriete est stable par passage aux bornes superieure et inferieure. □ 

Nous allons maintenant nous interesser a I'effet de la transformation F{—\, •) sur le 
nombre d'oscillations. Commengons par un lemme simple. 

Lemme 49. (Effet de la transformation w ^ w — w sur I'amplitude) 

Pour tout w G W et pour tout segment [a, b] C R+, I'amplitude dew — w sur [a, b] 
est majoree par celle de w. 

Demonstration. II y a deux consider er. 

Si supjjj w = w{b), alors pour tout t G [a, 6], 

< w{t) — w{t) < w{b) — inf w = supw; — inf w, 

[a-M [a,b] 

d'ou amp[„ ,,](w7 - w) < ampj^ ^ju;. 

Si sup[a,f,] w < w{b), alors w est constant sur [a, b], d'ou ampj^ {w —w) = amp^^ f^^w. 

Dans les deux cas, a,mp^^ ^{w — w) < a,mp^^ j^^w. □ 

Ce lemme montre que le nombre d'oscillations de hauteur fixee dew — w avant t est 
au plus egal a celui de w. Pour les trajectoires positives, on a un resultat meilleur. 
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Proposition 50. (Reduction du nombre d'oscillations) 

Fixons h > et reprenons les notations de la definition\46\ Alors pour tout r E W-|_ 
et n > 1, Tn{r — r) > T„+i(r). Par consequent, pour tout t > 0, 

Nt (r -r,h) < max(iVj (r, h) -1,0). 

Demonstration. L'inegalite T„(r — r) > T„,+i(r) se demontre par recurrence. 

On commence par remarquer que pour tout r € W+, et t > 0, ampjg^^] r = r{t), si 
bien que Ti(r) est le temps d'atteinte du niveau h par r et par r. De meme, Ti(r — r) 
est le temps d'atteinte du niveau h par r — r. 

Pour montrer que Ti(r — r) > T2(r), il sufRt done de verifier que si < t < T2(r), 
alors r(t) - r{t) < h. l\ y a trois considerer : 

- si < t < Ti(r), alors < r{t) < r{t) < h ; 

- si t = Ti(r), alors r{t) = r{t) = h; 

- si Ti{r) < t < T2{r), alors r{t) = supij^j^,^) j] r et r{t) > inf[j'^(^) j] r, d'oii par 
difference r{t) — r{t) < ampj^-^^^-)^^] r < h. 

Dans tons les cas r(t) — r{t) < h, ce qui montre que Ti(r — r) > T2{r). 

Soit n > 1 tel que T^ir — r) > r„_|_i(r). Montrons que Tn+iif — r) > T„_|_2(?')- De 
deux choses I'une : 

- si Tn(r — r) > r„_|_2(r), il n'y a rien a montrer puisque r„_|_i(r — r) > T„(r — r) ; 

- si Tn{r — r) < Tn+2if'), on remarque que pour tout t tel que T„+i(r) < t < T„+2('")i 

amp[Qn^^(y„^)^t] (r - r) < amp[r^(7._r)^i] r < amp[r„_^,(r.),t] r < /i. 
Dans tons les cas, T„+i(r — r) > r„+2('")) ce qui aclieve la recurrence. □ 

CoroUaire 51. (Des ouverts en cascade) 

Pour tout h>0,t>Oetn£N, Vensemhle Vt^n{h) = {r G W+ : Nt{r,h) < n} est 
un ouvert de W-|_ pour la topologie de la convergence uniforme sur [0, t] et est accessible 
par F en un coup depuis toute trajectoire de Vt^n+i{h)- 

Demonstration. Le fait que Vf^„,(/i) est ouvert decoule immediatement de la semi-conti- 
nuite superieure de Nt{w,h) par rapport a w (corollaire I48p . 

Soit r € Vf^„_)-i(/i). D'apres la proposition, F{—l,r) € Vt,nih)- Mais I'application 
F{-, r) : e F{e, r) = e ■ r — e ■ r de E (muni de la topologie produit) dans W (muni 
de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts) est continue. L'ensemble 
des e & E tels que F{e,r) G Vt^n{h) est done un ouvert non vide de E, de probabilite 
strictement positive pour Pjr. □ 

Nous Savons maintenant comment approcher la trajectoire nuUe uniformement sur 
un segment [0,t]. 

Proposition 52. (Approximation uniforme de la trajectoire nuUe) 

Tout voisinage de la trajectoire nulle pour la topologie de la convergence uniforme sur 
les compacts est accessible depuis toute trajectoire de W4.. 

Demonstration. Comme les ouverts (Vf^n(^))ngN recouvrent W_|_, le corollaire prece- 
dent et le lemme [5] (Accessibilites successives) montrent que Vtfi{h) est accessible par F 
depuis toute trajectoire de W+. Mais Vt,o{h) n'est autre que la trace sur W_|_ de la boule 
de centre et de rayon h pour la norme || • ||[o,t]- D'ou le resultat. 
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6.2 Approximation de la trajectoire nuUe en topologie CUCZ 

Le but de cette partie est de montrer que tout voisinage de la trajectoire nulle (pour 
la topologie CUCZ) est accessible depuis presque toute trajectoire pour la chaine de 
Markov (i?("))„6N- 

En utilisant I'accessibilite de tout voisinage de la trajectoire nulle 
pour la topologie de la convergence uniforme et le lemme [S] (Accessibilites successives), 
il nous sufHt de montrer le resultat suivant. 

Proposition 53. (Densification des zeros) 

Soient t > 0, p > et 6 > 0. L'ouvert Vt{0,p,6) est accessible depuis presque toute 
trajectoire de l'ouvert Vj(0, p). 

L'idee de la demonstration est la suivante : pour 6 > fixe, notons fs la transforma- 
tion de W-|_ dans W-|_ definie par 

fs{r)=F{l't\-l),r), 

ovL g{r) est le debut de la premiere excursion de r de longueur >6etl -^'{-l) lafamille 
liybride de signes valant 1 jusqu'a I'instant g{r) et — 1 apres (voir definition I20p . 

La transformation preserve le debut de la trajectoire r jusqu'a I'instant g{r) et 
agit ensuite comme la transformation F( — 1, •) introduite dans la precedente partie. On 
verifie facilement que pour tout r € W+ et pour tout t € R+, ||/<5('')||[o.t] ^ lkll[o.t] 
oifsif)) > g{f)- Si r ne possede pas d'intervalle de Constance, on montre que la suite 
d'instants {g{f^{r)))n£-!ss tend vers +00. Les images successives d'une trajectoire proclie 
de en norme uniforme sur un segment [0, t] restent done proclies de pour I'ecart df^ 
et finissent done par etre a distance inferieure a 5/2 de pour I'ecart dp^. 

La demonstration comporte toutefois deux difficultes supplementaires par rapport a 
la precedente. D'une part, on maitrise moins facilement le nombre d'iterations necessaires 
pour que la premiere excursion de longueur > 6 commence apres un instant t fixe. D 'autre 
part, pour une trajectoire « typique »ro G W_|_, la trajectoire ri = fs{ro) possede de 
nombreux maxima locaux de meme hauteur (provenant de zeros de rg entre lesquels 
le maximum courant depuis ^(ro) n'a pas varie), si bien que I'application F n'est pas 

continue en {l^^\—l),ri). 

C'est pourquoi la demonstration que nous proposons passe par la construction d'une 
suite {en)n>i de families de signes telle que les trajectoires -F(e^, •)o- • -0^(6'^, •)(r) soient 
proclies de f^{r) pour toute famille (c^)72>i suffisamment proclie de (^en^n^x. 

Commengons par etablir un lemme simple. Par commodite, nous notons Fe = F{e, ■) 
I'application de W_|_ dans W_(_ obtenue a partir de F en fixant une famille de signes 

Lemme 54. (Obtention d'une partie presque sure stable presque tous les Fe) 

Soit A une partie de W+ de prohahilite 1 pour la loi du mouvement brownien reflechi. 
Alors la partie 

A = {r € W+ : Vn G N, pour presque tout ei, . . . , e„ G F, Ff,„ o • • • o Fg^ (r) G A} 

est encore de probabilite 1 pour la loi du mouvement brownien reflechi. De plus, sir & A, 
alors Fe(r) G A pour presque tout e £ E 
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Demonstration. Soient R un mouvement brownien reflechi et (e„)n>i une suite de va- 
riables aleatoires independantes et de loi uniforme sur E, independante de R. Comme 
pour tout n € N, la variable aleatoire o • • • o Ff,-^ (R) a meme loi que R, on a 

l = P[V7i€N, F,„o...oF,^(r) e A] = / P[Vn G N, o ■ ■ ■ oF,^(r) € A] PR(dr), 

d'ou P[Vri € N, P^^ o • • • o P^^ (r) G A] = 1 pour P/j-presque tout r G W+. □ 
Voyons maintenant la demonstration de la proposition |53l 

Demonstration. Nous allons appliquer le lemme precedent a la partie A de W+ formee 
des trajectoires r sans zero isole, sans intervalle de Constance et telles que I'application 
e I— >■ Pe(r) est continue presque partout sur E. 

Soit ro G A verifiant maxjg rg < p. Nous allons montrer que Vt{0, p, 6) est accessible 
depuis tq. La demonstration comporte trois etapes. 

Premiere etape : on construit par recurrence une suite (e„)n>i bien clioisie. 

Notons rj = p — maxjg^f] tq > 0. Notons go le debut de la premiere excursion de 
longueur > 5. Soient = zq < . . . < = go des zeros de tq espaces de moins de 6. 
Posons to = 0. Soit td+i €.]go,go + 5[ un instant tel que ro(td+i) = ^^'^[go,td+i] ^o- 

Comme tq G A, on pent clioisir des petites excursions de tq dont les maxima soient 
realises en des instants ti < . . . < td proclies de zi < . . . < Zd, espaces de moins de 6, 
tels que td + S > Zd = go dont les hauteurs verifient 

ro(ti) < . . . < ro{td) < mm{r],ro{td+i)). 

Soit C(ro) C E I'ensemble des families de signes telles que Paction e i— > e • tq affecte 

- du signe + les excursions de hauteur > rj anterieures a go ; 

- du signe - les excursions de hauteur > rj posterieures a go ; 

- du signe - I'excursion commengant a go ; 

- du signe - les excursions enjambant ti, . . . , td~\-i ; 

- du signe + les excursions anterieures a un instant ti et de hauteur > r(ti). 

La partie C(ro) est un ouvert de E de probabilite strictement positive. On pent done 
choisir ei G C(ro) tel que P est continue en (ei, rg) et ri := Pe^ (ro) = ei -ro — ei • rg G A. 

Par construction, les instants ti < . . . < td+i sont des records negatifs de ei • tq et 
done des zeros de ri ; par consequent la premiere excursion de ri de longueur > 6 debute 
a un instant gi > go- Par ailleurs, ri est majoree strictement par p sur [0,t]. En effet, 

- si s G [0,go], (ei ■ro){s) < maxro([0,t]) et - ei • ro {s) < tj; 

- si s G [go,t], (ei • ro)(s) < r] et - ei ■ ro {s) < maxro([0, t]). 
Dans tons les cas, ri{s) < maxro([0,t]) + r] = p. 

Comme ri verifie les memes hypotheses que /, on pent done continuer la construction 
en choisissant 62 G C{ri) tel que P est continue en (e2,ri) et r2 := Ff,^(ri) G A, puis 
63 G C(r2) tel que P est continue en (63, r2) et 7-3 := Pe3(r2) G A, etc... 

Deuxieme etape : on montre que le debut de la premiere excursion de longueur > 5 
des trajectoires r„ = F(.„ o ■ ■ ■ o F(,^{r) tend vers +00. 

Notons gn le debut de la premiere excursion de r„ de longueur > 5. La suite croissante 
{dnjn&i possede une limite g^. Montrons que g^o = +00. 
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On raisonne par I'absurde en supposant que g^o < +00. Fixons alors m € N tel que 
Om > doo — Pour tout n > m, e^+i • r„ est de signe constant sur [gn,gn + S] et a fortiori 
sur le sous-intervalle [gn+i,gm + negatif puisque gn+i est un instant de record negatif 
de e^+i • Tn- Ce record dure au moins une duree 6 puisque r^+i ne s'annule pas entre 
gn+i et gn+i + 5. Done pour tout t G [gn+i,9m + 6], 

r„+i(t) = (e„+i • r„)(t) - (cn+i • rn) {t) = -r„(t) +r„(5„+i). 

Cette egalite a deux consequences : pour tout n > m, 

1. I'application r„+i + r„ est constante sur [gn+i,gm. + "5] ; 

2. pour tout t G bn+li9m + 5], < r„(5r„+i). 

On en deduit par recurrence que pour tout n > m et t € [i^oo 1 5m + > 

'^m(t) >rmign) SI u - m est pair 
'^m(i) ^ fmign) SI n — m est impair. 

En faisant tendre n vers I'infini, on voit que cela entraine que rm est constante (egale a 
fm{gooy) sur [s'ooiSm + ce qui contredit le fait que € A. 

Troisieme etape : on utilise la continuite de F aux points (er),,r„_i). 

Les deux premieres etapes montrent que r„ G 14(0, p, (5) a partir d'un certain rang. 
Mais pour tout n G N I'application Gn '■ {e'^, . . . , e'^, r) 1— > Fg/^ o • • • o i^'g/^ (r) de -B" x W_|_ 
est continue au point (en, . . . , ei, rg). Cela se montre par recurrence en remarquant que 
c'est evident pour n = et que pour tout n > 1, Gn est la composee de 

(e^, . . . ,e'i,r) (e^, G„_i(e^_X) • • • > ^ii^)) 

et de F qui continue en (en,r„_i). Comme r„, G V((0,/9, (^) pour n suffisamment grand, 
Fgj^ o ••• o i<'g/^(ro) G Vt{0,p,6) pour tout (e'2,...,e^) dans un certain voisinage de 
{cn, . . . , ei), ce qui montre que Vt{0, p, S) est accessible depuis rg. □ 

7 Construction d'excursions de hauteur prescrite et lemme 
du verin 

Dans cette partie nous montrons comment, a partir d'une trajectoire proclie la trajec- 
toire nulle en topologie CUCZ, construire une trajectoire ayant une excursion de hauteur 
voulue localisee pres d'un instant donne. De telles excursions sont I'outil permettant de 
soulever la trajectoire brownienne d'une hauteur donnee entre deux instants donnes, ce 
qui est I'objet du lemme du verin. Dans toute la suite, nous noterons pour b > a > 0, 

Oa,b = {r eW+:3t e]a,b[,r{t) = 0} 

I'ensemble des trajectoires de W_|_ possedant au moins un zero dans ]a, b[. Get ensemble 
est un ouvert de W_|_ d'apres le lemme [T^ stable par Fa d'apres le lemme HUl 

7.1 Preliminaires 

Lemme 55. (Continuite des parametres d'une excursion) 
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Pour t > ei r G W_(_, notons Gt{r), Dt{r), Ht{r) I'extremite gauche, Vextremite 
droite et la hauteur de V excursion de r enjambant t : 

Gt{r) = sup(Z(r) n [0, t]), Dt{r) = mf{Z{r)n]t, +oo[), 

Htir) = max{r(s) ; s £ [Gt{r), Dtir)]}. 

Les fonctionnelles Gt, Dt et Ht sont continues en toute trajectoire rg € W_|_ telle que 
ro{t) > 0. 

Plus generalement, sib > a > 0, les fonctionnelles qui d une trajectoire r E W4. asso- 
cient son maximum sur les intervalles [Ga(r), Gf,(r)], [Ga(r),6], [Ga{r),Di){r)], [a,Gf,(r)]; 
etc... (avec la convention [c, d] = [d, c] si c > d) sont continues en toute trajectoire 
ro G W+ telle que ro(a) > ro(6) > 0. 



Demonstration. Soit tq € W+ tels que ro(t) > 0. Notons g = Gt{ro), d = Dt{ro). Par 
hypothese g < t < d. Fixons 5 > tel que 6 < min(t — g,d — t). Pour tout r G W_|_ 
tel que d'^^g{rQ,r) < 5, Gt{r) £]g — 6, g + 6[ et Dt{r) ejd — 6,d + ce qui montre la 
continuite de Gt et Dt. 

On en deduit les autres points par continuite de I'application (r, s, t) 1— )• maxj^^^j r de 
W+ X R2_ dans R+. ' □ 

Le lemme ci-dessous reprend un lemme similaire de 1' article de Malric [3l H]. 

Lemme 56. (Somme des hauteurs des excursions) 

Soient b > a > fixes. Pour presque tout r € Oa,fej somme des hauteurs des 
excursions de r commencees apres a et achevees avant b est infinie. 



Demonstration. Notons Nh{r) le nombre d'excursions de r de hauteur > h pendant 
I'intervalle [a, b] et {Hn{r))n>i la suite des hauteurs rangees par ordre decroissant. Notons 
Lt{r) le temps local de r en a I'instant t. Alors pour presque tout r G Oa,bi 

hNh{r) Lb{r) - La{r) quand h ^ et Lb{r) - La{r) G R^, 

Par consequent, pour presque tout r G Oa,b, Hn{r) — )• quand n — t- +00 et 

(r) dh = +00. 



n>l 



ce qui montre le resultat annonce. □ 



7.2 Obtention d'une trajectoire dont le maximum sur un segment de- 
passe une hauteur fixee. 

Dans ce paragraphe et le suivant, nous montrons deux lemmes faisant intervenir les 
excursions. La preuve de ces lemmes s'inspire de la demonstration de la densite a un 
temps par Malric |21 El H] en la simplifiant a I'aide des resultats vus sur I'accessibilite 
des ouverts. 

Lemme 57. (Obtention d'un maximum depassant h) 

Soient b > a > et h > 0. Alors I'ouvert {r G Oafi '■ max^£)^(^j.),b] r > h} est accessible 
par Fa depuis presque tout r G Oa,b- 
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Demonstration. Pour n > 1 et ti < . . . < t„ rationnels de ]a,b[, notons I'en- 
semble des trajectoires r G Oafi ne s'annulant pas en ii, . . . , t„ et telles que 

a < GtAr) < Dt,{r) < ... < Gtjr) < b 

et 

n-l 

> Ht, (r) + max r > h. 

[Gt,Ar),Dt,Ar)Ab] 

Notons Un la reunion des Vt^^,,,^t„ pour ti < . . . < tn rationnels de ]a, h[. Autrement dit, 
Un est I'ensemble des trajectoires possedant n excursions commengant dans ]a, 6[ dont 
les intervalles fermes d'excursion sont disjoints et dont la somme des hauteurs depasse 
/i, en ne comptant que la hauteur maximale avant h si la derniere excursion se termine 
apres I'instant b. En particulier, C/i = {r E 0^,6 : '^^'^[Da{r),h] f > 

D'apres le lemme 155) . tons ces ensembles sont des presque-ouverts de W+. D'apres 
le lemme l56]et le fait que presque surement, les zeros ne sont pas isoles, Oa^b est presque 
surement egal a la reunion des Un pour n > 1. En effet, pour presque tout r € Oa,b, 
on pent choisir un nombre fini d'excursions de r completement realisees dans I'intervalle 
]a, b[ et dont la somme des hauteurs depasse h. 

II suffit done de montrer que pour tout n > 2, Un-i est accessible par Fa depuis 
toute trajectoire r Un- Pour ce faire, nous allons demontrer que si ti < . . . < t„ sont 
des rationnels de ]a,b[, alors Un-i est accessible par i*t„_2 (avec la convention = a si 
n = 2) depuis toute trajectoire de Vt^^,,,^tn- 

Soient r € Vti,...,tn^ e € -E et r = Ft„_^{e,r). Alors r G Vn-i des que Taction de e 
sur r affecte du signe + I'excursion enjambant t.„ et du signe — I'excursion enjambant 
tn-i- En effet, r a les memes excursions que r avant I'instant Dt^_^, tandis que pour tout 

r(s) = r{s) — min (e • r) > r(s) + Ht^_^{r) > 0, 

[tn-2,s\ 

done D [Gi„(r), Ajr)] et 

max r > max r > max r + Ht .{r). 

[Gtn(?),£»t„(r)Afc] [Gt„(r),Dt„(r)Afe] [Gt„ (r),Dt„ (r)Ab] 

Ainsi, f E □ 

7.3 Obtention d'une trajectoire dont la plus grande excursion sur un 
segment approche une hauteur fixee 

Lemme 58. (^Obtention d'une plus grande excursion de hauteur vouluej 

Soient deux instants b > a > 0, une hauteur h > 0, une precision Ah €]0, h/2[ et un 
reel 5 > 0. Alors I'ensemble des trajectoires de Ob,b+S telles que 

max r< max r sl/i — A/i, /i[ 

est accessible par Fa depuis presque tout r E Oa,fe- 

Autrement dit, de presque toute trajectoire de Oa^b> on peut acceder par Fa d une 
trajectoire possedant un zero entre b etb + 5 et, pendant I'intervalle ]a,b[, une excursion 
complete de hauteur dans ]h — Ah,h[ qui realise le maximum sur I'intervalle [Da,Db]- 

Demonstration. La demonstration de I'accessibilite se decompose en plusieurs etapes. 
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Premiere etape : Obtention d'une trajectoire dont le maximum sur [Da,b] est < h, 
et existence d'un nombre fini d'excm'sions dont la derniere realise un record et dont la 
somme des hauteurs approche h par defaut. 

Par remise a zero apres I'instant Da, I'ensemble des trajectoires r € Oa,b telles que 
max[£)^(r) r < Ah est accessible par Fa depuis presque tout r G Oa,fe- 

Pour n > 1 et ti < ... < tn rationnels de ]a,b[, notons Vt^^,,,^t„ I'ensemble des 
trajectoires r G Oa,b ne s'annulant pas en ti, . . . , t„ et telles que 

a < GtAr) <Dt,{r)<...< G^Jr) < A„(r) < b, 

n 

Y,Ht,{r) e]h-Ah,h[, 

k=l 

Ht (r) > max r. 

[Da(r),GtAr)] 

Alors I'ensemble de trajectoires r E Oa^b telles que maxp^^,,) r < Ah est presque 
surement inclus dans la reunion des Vtj^^,„.t„ pour n > 1 et ti < . . . < t„ rationnels de 
]a, b[. En effet, si r € Oa,6 et maxp^(r) r < Ah, alors pour n bien choisi, la somme des 
hauteurs de la plus haute excursion de r sur ]a,b[ et des n — 1 plus hautes excursions de 
r sur ]a,b[ qui la precedent est dans ]h — Ah,h[, grace au lemme 156) et au fait que les 
hauteurs des excursions sont < Ah. 



Deuxieme etape : Pour n > 2 et < . . . < t„ rationnels de ]a,b[, Vtj^^,„^tn-2,tn 
est accessible par i*t„_2 depuis presque toute trajectoire de Vtj^...^j„, avec la convention 
to = a. Cette etape est illustree par la figure 17.31 

Comme est anterieur a Dt„, le lemme [571 applique a I'intervalle [tn,b] et a la 

hauteur i?t„_i(r) montre que le presque-ouvert {r G : maxiD^^(^r),b] r > i?t„_^(r)} 

est accessible par Ff^ depuis presque toute trajectoire de Vi^^...^t„- 

II suffit done de montrer que Vti,...,tn-2,tn accessible par -Ft„_2 depuis presque toute 
trajectoire de Vt^^...,t„ telle que maxp^^(r)^b] r > i^f„_i(r)- 

Solent r G 14i,...,t„ telle que maxp^^(^)^fe] r > i^t„_i(r.), e G -B et f = Ft„_2{e,r). 
Supposons que Taction de e sur r affecte 

- du signe — I'excursion enjambant tn-i ; 

- du signe + 1' excursion enjambant ', 

- du signe — la premiere excursion de hauteur > Hi^_^(^j.) apres I'instant Dt„{r). 

- du signe + les autres excursions de hauteur > Ht,^_^{r) entre Dt^_^[r) et Gt„{r). 
Nous allons montrer que r G Vt-i^^,,,^t„^2,tn- 

Notons g le dernier instant realisant le maximum de I'excursion enjambant tn-i et 
d = min{t > A„(r) : r{t) > Ht^_,{r)}. Alors t„_2 < g < Gt„{r) < Dt^r) < d < b. 
Pour tout t G [Z)t^_2 (r), d], {e-r)t > —Ht„__^{r), avec egalite si et seulement si t G {g,d} 
et inegalite stricte si t £\g, d[. Done [g, d\ est un intervalle d'excursion de r. 

De plus, pour tout t G [g,(l\, r{t) = (e • r){t) + Ht„_^{r), et le maximum de e ■ r sur 
[g,d] est atteint sur (r), A„ (r)] et vaut Ht^{r). Done Ht^{7) = Ht^r) + Ht„_^{r). 

Comme r coincide avec r jusqu'a I'instant Dt^^_^ et comme pour tout t G [-Dt^_2 {r),g], 
r{t) < {e ■ r)t + Ht„_^{r) < Ht,Xr) + Ht^_,{r), on a ainsi f G 14i,...,t„_2,i„- 

Les deux premieres etapes montrent que la reunion des Vt pour t rationnel de ]a,b[ 
est accessible par Fa depuis presque toute trajectoire de Oa,fe- Une fois qu'on a obtenu 
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une trajectoire appartenant a I'un des Vt, on souhaite obtenir une trajectoire qui en 
outre s'annule entre b et b + S et telle que I'excursion enjambant t realise le maximum 
sur [Da,Di,]. Nous allons obtenir ce resultat par remise a zero apres I'instant Dt- 



Troisieme etape : Pour tout rationnel t €]a,6[, I'ensemble des trajectoires de O^^h+S 
telles que max[Q^(^j.-j^£)^(^r)] < ^^^[Da{r),Gtir)] ^ ~ ^[ ^st accessible par Fa depuis 
presque toute trajectoire de Vj. 

Soient t €]a, 6[ et r € Vt- Alors I'excursion enjambant t est entierement contenue dans 
I'intervalle ]a,b[, de hauteur Ht{r) £\h — A/i,/i[ verifiant Ht{r) > max[£)^(r) q^^j,)] r. 

Par remise a zero apres I'instant Dt, le presque-ouvert Vt fl 0j^^(Vfe_t+5(O, -fft(r), (5)) 
est accessible par Ft done par Fa depuis r. Les trajectoires de cet ensemble verifient les 
inegalites voulues. □ 



7.4 Lemme du verin 



Dans la suite, on s'interesse a I'accessibilite d'ouverts de la forme 

Ua,b{f,P,^) = {r- € Oa,a+S H Ofc-^,;, : ||r - f\\[a,h] < P} 

pour 6 > a > 0, / € W+ telle que /(a) = f{b) = 0, p > et < 5 < 6 - a. 

Le lemme du verin montre comment soulever une trajectoire brownienne d'une hau- 
teur h sur un intervalle fixe. 

Lemme 59. (Lemme du verin) 

Considerons des instants b > b' > a' > a > 0, une hauteur h > et une trajectoire 
g G W+, nuUe hors de [a',b']. Definissons une trajectoire f € W-|- par 

t — a 



fit) 



h X 

a' — a 
g{t) + h 





si a < t < a' 
sia' <t<b' 
sib' <t<b 
si t ^ [a, b]. 



Soient p > p' > et 6 > verifiant Osc(/, 6) < p'/4 et 5 < min(a — a', b' — a' ,b — b'). 

Si I'ouvert Ua'^b'io, p' sst accessible par Fa' depuis presque tout r € Oa'.a'+5 tel que 
\\r\\[a',D ,{r)] < p' J alors I'ouvert Uafi{f,p,S) est accessible par Fa depuis presque tout 

r e Oa,a+5 tel que \ \r\\[a,Da{r)] < P- 

Demonstration. On commence par remarquer que grace aux hyptoheses faites sur 5, 

a<a + 6<a'<b'-6<b'<b-6<b. 



1. Demonstration dans le cas ou h < p/2. 

Fixons Ah €]0, p — p'[ tel que Ah < h/2 et notons 

Vo = {re Oa,a+5 : lkl|[a,Da(r)] < P}, 

Vi = {r G Oa',a'+S ■■ \\r\\[G^,{r),D^,{r)] < I kl I [Da(r),G,, (r)] e]h- Ah,h[}, 

V2 = {re Ob'^S,b' : Ik - 9\\lD^,{r),D,,_sir)] < P'}, 

V3 = {re Ob^S,b ■■ \\r\\[Dy_s{r),Dt_s{r)] < p' /^}, 

Vi = {re Ob-5,b ■■ h < \\r\\[D^_^(^r),b] < P/2}- 
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Alors Vo, Vi, V2, V3, V4 sont des presque-ouverts (grace au lemme l55]) et : 

- Vi est accessible par Fa depuis presque tout r € Vq, grace au lemme [58] (obtention 
d'une plus grande excursion de hauteur voulue) ; 

- V2 est accessible par Fa' depuis presque tout r € Vi, d'apres I'hypothese du lemme 
et I'inclusion Ua' fi' {g , p' , 6) C V2 ; 

- V3 est accessible par Fi,>-s depuis presque tout r V2, grace au lemme |43] (on 
remet la trajectoire a zero apres I'instant Dy_s). 

- V4 est accessible par F^-s depuis presque tout r G V3, grace au lemme [581 (obtention 
d'une plus grande excursion de hauteur voulue) ; 

Comme Vq, Vi, V2, V3, sont stables par Fa, Fa', Ff,r-s, Ffj-g respectivement, le presque- 
ouvert Vo n Vi n V2 n V3 n V4 est accessible par Fa depuis presque tout r G Vq. II 
suffit done de montrer que Ua.bif,P,^) est accessible par Fa depuis toute trajectoire de 

Vb n Vi n V2 n Vs n V4. 

Solent done r€VonVinV2nV3n V4, e G E et r = Fa{e, r). Nous allons montrer 
que r € Ua^bif, P, des que Paction de e sur r affecte 

- du signe — la plus grande excursion sur [Da{r),Ga'{r)], 

- du signe — I'excursion realisant le maximum de r sur [Di)^s{f),b], 

- du signe + les autres excursions de hauteur > min(p — p' — Ah, p')/2 avant Df,(r). 
Pour cela, notons hi la hauteur de la plus grande excursion de r sur [Da{r),Ga'{r)] et 
/i2 le maximum de r sur [Di,s{t), b]- Alors h — Ah < hi < h < h2- 

On a bien sur r € Oa,a+<5 puisque Da{r) = Da{r). Par ailleurs, r € Ob~s,b puisque 
d'apres le choix des signes, I'instant realisant le maximum de r sur [Df,_5(r),6] est un 
instant de record negatif de e • r a partir de I'instant Da{r), et done un zero de r. 

II reste a montrer que pour tout t € [a, b], \r(t) — f{t)\ < p. On distingue quatre cas. 

1. Si t € [a,Da{r)], alors r(t) = r(t) < p puisque r £ Vq, done 

- fit)\ < max(f(t), f{t)) < max(r(t), h) < p. 

2. Si t G [Da{r),Da'{r)], alors 

< r{t) < 2||r||p^(r)^£,^,(r)] < 2/i < p car r G Vi, 
< fit) <h + Osc(/, 6) < p/2 + p'/A < p, 

done 

|f(t)-/(t)| <max(f(t),/(t)) <p. 

3. Si t G [Da'ir),b'], alors \r{t) - g{t)\ < p'. En effet, pour t G [Da'{r), Db/^s{r)] cela 
vient du fait que r G V2 ; pour t G [Db'-sif'),b'] cela vient du fait que r G V3 et 
Osc{g,5) < p'/4 d'ou < r{t) < p' /2 et < g{t) < p'/i. D'apres le choix des 
signes, on a done 

m-fit)\ = \{e-r)it)+hi-git)-h\ 

< \{e-r){t)-r{t)\ + \r{t)-g{t)\ + \hi-h\ 

< (P- P' - ^h) + p' + Ah 
= P- 

4. Si t G \b' ,b], alors r[t) < p/2. En effet, pour t G [b' , Db^sif)] cela vient du fait que 
r G V3 et de I'inegalite p'/2 < p/2; pour t G [D{j_s{r),b] cela vient du fait que 
r G V4. Comme e • r est minore par —p/2 sur [a, Db], on a done 

\r{t) - f{i)\ < max(f(t),/(t)) < max(r(t) + p/2, /i) < p. 
Dans tons les cas, |r(t) — f{t)\ < p, ce qui acheve la preuve dans le cas ou h < p/2. 
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2. Demonstration dans le cas ou h > p/2. 

Choisissons h' € [p/4, yo/2[ et n > 2 entier tels que h = nh'. Soient po = p' et 
pi,. . . ,Pn tels que 

max(po, 2/i') < pi < . . . < pn = p. 

Soient 

a = a,„ < . . . < Co = a'. 

b' = bo < . . . < bn = b. 

les deux subdivisions regulieres de [a, a'] et [b', b] en n sous-intervalles. Pour A; € [0 . . . n], 
notons /fc la trajectoire definie par 

fk{t) = [f{t)-{n-k)h'] + 

et I'affirmation : « I'ouvert Ua^^bu {fk^ Pki ^) est accessible par Fa^. depuis presque tout 
£ Oak,ak+S tel que ||7'||[aj.,Daj.(r)] < Pk »■ Par construction, est nulle en dehors de 
[ofc, bk]- Comme /o = et = /, il s'agit de demontrer que Hq =^ Tin- 

II suffit de montrer que pour tout k E [0...n — 1], 'H^ ^ "Wfc+i- Pour cela, on 
remarque que fk+i se deduit de fk par levage de la hauteur h' < 7^/2 sur I'intervalle 
[afc,6fc] et interpolation lineaire sur les intervalles [0^+1,0^] et [bk,bk+i]- Comme 

Osc(/fc,5) < Osc(/,5) < p74 < p,,/4, 

bk — ak > b' — a' > 5, — ak+i > ^ et 6^+1 — bk > 6 compte tenu des inegalites 

f{ak) - f{ak+i) = f{bk+i) - f{bk) = h'> p/4 > Osc(/, 6), 

il suffit d'appliquer le lemme du verin dans le cas ou il est deja demontre. □ 

8 Approximation des fonctions continues afRnes par mor- 
ceaux 

Dans cette partie, nous allons voir comment approcher les trajectoires affines par 
morceaux pour la topologie CUCZ. La demonstration, resumee par la figure [8] repose sur 
les propositions HT] (Accessibilite successives et intersection) et (Remise a zero apres 
I'instant Da) et sur le lemme [591 (Lemme du verin). 

Le lemme suivant montre que pour approcher une trajectoire / entre deux de ses 
zeros, il suffit de savoir approcher les morceaux obtenus en decoupant / a un nombre 
finis de zeros intermediaires. 

Pour b > a > 0, f e W+ telle que /(a) = f{b) = 0, p > et < 5 < 6 - a, on note 
toujours 

Ua,b{f,P,S) = {r G Oa,a+5 Ob-S,b ■ \ \r - f\\[a,b] < P}- 

Si a = zq <...< Zn = b et 6 < min(zi — zq, . . . , Zn — Zn~i), on note egalement 

Uzo,...,Zn{f,P,S) = n f^^fc,^fc+l(/,/5,'5), 

A:=0 

On remarque que cet ouvert est contenu dans Ua,bif,P,^)- 
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Lemme 60. (Concatenation d'un nombre fini de ponts) 

Soit f € W_|_. Soient a = zq < . . . < Zn = b des zeros de f . Soient p > et 6 > 
tels que Osc(/| 5) < p et 5 < min(zi - zq, . . . ,Zn - Zn^i). 

Supposons que pour tout A; G [0 . . . n — 1], I'ouvert Uz^^Zk+iify ^) accessible par 
Fzf. depuis presque toute trajectoire r G Ozf.^Zk+S telle que \\f\\[zk,Dzf,{r)] < P- 

Alors I'ouvert f/zo,...,^^ (/, /J, 5) est accessible par Fa depuis presque tout r € Oa^a+S 
que ||?"||[a,Da{r)] < p (et done depuis presque tout r S W+ lorsque a = 0). 

Demonstration. Le lemme se demontre par recurrence sur le nombre n de ponts. 
Pour n = 1 il n'y a rien a montrer. 

Soit n > 2. Supposons la propriete etablie pour n — 1 ponts. Soient / € W+, a = 
Zq < . . . < Zn = b, p > et 6 > comme dans I'enonce. On remarque que 

Uz,,...,zM,p,S) = VinV2nV3 

ou 

Vi = Uzo,...,z^.2{f,P:^) n {r G 0[z„_2,z„_2+5] nO[z„_,_5,z„_i] : !kll[z„_2,D,„_^_,(r)] < p}, 

V2 = {r£ Oz^_,,z„_,+5 : lkll[D,„_,_i(r),D,„_,{r)] < p} 
V3 = Uz^_,,zAf,P,S) 

Le presque-ouvert Vi contient Uzo,...,z„^i{f, P,^), done par liypotliese de recurrence, 
Vi est accessible par Fa depuis presque tout r € Oa,a+S t^l que ||?^||[a,Da(r)] < P- De plus, 
Vi est stable par Fz^_-^-.s- 

Par remise a zero apres I'instant Dz„_j^-s, I'ouvert V2 est accessible par Fz^^^^s depuis 
presque toute trajectoire de 0[z„_i_5,z„_i]- De plus, V2 est stable par Fz^_^. 

Enfin, par liypotliese, I'ouvert Vj, est accessible par Fz^_^ depuis presque toute trajec- 
toire r € Oz„_i,2„_i+<5 telle que (^.)] < p et done de presque toute trajectoire 
de Vi n ^2- 

Ainsi, Uzo,...,z„if, P,S) = Vi H V2 fl V3 est accessible depuis presque tout r G Oa,a+5 
tel que \\r\\[a,Da{r)] < P- □ 

A I'aide du lemme precedent, du lemme de remise a zero et du lemme du verin, nous 
allons demontrer I'accessibilite des ouverts de la forme Ua,b{f ^ P^^)- 

Proposition 61. (Approximation d'un pont afRne par morceaux) 

Soient b > a > 0, f £ W^. une trajectoire affine par morceaux sur [a, b] telle que 
f{a) = f{b) = 0. Soient p > et 6 > 0. Alors I'ouvert Ua^bif,P,^) est accessible par Fa 
depuis presque tout r S Oa,a+& tel que \\'r\\[a,Da{r)] < P- 

Demonstration. Par liypotliese, on pent trouver une subdivision a — cq ^ • • • ^ c^. — b 
tels que / € W+ soit affine sur cliaque segment [ck-i, c^]. De plus, I'image reciproque de 
tout reel par la restriction de / a [a, b] est une union finie de singletons et d'intervalles 
de subdivision. Quitte a raffiner la subdivision, on pent done supposer que pour tout 
point c de subdivision, I'image reciproque de /(c) par / restreinte a [a,b] est formee 
uniquement de points de subdivision et d'intervalles de subdivision. Nous dirons alors 
que la subdivision de [a, b] est complete relativement a /. 
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Quitte a reduire 5, on pent suppose! de plus c[U6 6 <^ niin(ci — cq, • • • ; — Cfi—\ ] et 
que Osc{ f\[a,b\,^) < 

Sous ces restrictions, on effectue alors une recurrence sur le nombre n d'intervalles 
pour une subdivision complete. 

Remarquons d'abord que si j|/||[a^f,] < p, alors 

{r G W+ : ||r|l[„,b] < p} C {r G W+ : \\r - f%,b] < p} 

puisque ||r — < m^-xdlrjlj^;,], pour tout r G W4.. Dans ce cas, il sufHt 

d'appliquer le tlieoreme de remise a zero apres I'instant Da- 

1. Le cas oii n = 1 rentre dans ce cas particulier puisque / est alors la fonction nulle. 

2. Le cas oii n = 2 est une application directe du lemme du verin. 

En effet, supposons que ||/||[a_f,] > p (sans quoi il n'y a rien a montrer). Clioisissons 
un reel p' tel que 40sc(/|[a_;,], 5) < p' < p et posons h = /(ci) — p' /2. Alors < p'/2 < 
p — p'/2 < h < /(ci). Notons a' < b' les antecedents de h par / et g = {f — 

Comme g est majoree par /(ci) — h = p'/2, I'ouvert Ua' ^b' {g ^ p' ^ ^) est accessible 
par Fa' depuis presque tout r G Oa',a'+5 tel que £> ^(^r)] < Pi d'apres la remarque 

preliminaire. 

L'application / s'obtient a partir de g par levage de la hauteur h et par interpolation 
lineaire sur [a, a'] et [b',b]. Par ailleurs S verifie Osc{g\[a' ,b']j ^) ^ Osc(/|[(j 5], (5) < p'/4 et 
6 < min(a' - a, ci - a', b' -ci,b- b') puisque f{a') - f{a) = f{b') - f{b) = h> p'/A et 
/(ci) - f{a') = f{ci) - f{b') = p'/2 > p'/A. 

Les hypotheses du lemme du verin sont satisfaites, ce qui montre que Ua^bify P) ^) est 
accessible par Fa depuis presque tout r G Oa^a+5 tel que 1 1?'] |[a,_Da(r)] < P- 

3. Montrons la propriete pour n > 3 en la supposant etablie pour un nombre d'inter- 
valles au plus egal a n — 1. Soit h = min{/(cfc) ;1 < k < n — 1}. On distingue deux 
cas. 

Soit h = 0. Dans ce cas, il existe m G [1 ... n — 1] tel que f{cm) = 0. Les subdivisions 
a = cq < . . . < Cm = z qI z = Cm < ■ ■ ■ < Cn = b sont completes relativement a /. 
Par hypothese de recurrence, I'ouvert Ua^zif,P,S) est accessible par Fa depuis presque 
tout r G Oa^a+5 tel que 1 1?'] |[a,_Da(r)] < p et I'ouvert f72,fe(/, p, 5) est accessible par F^ 
depuis presque tout r G O^.z+s tel que ||?^||[2._D^(r-)] < P- D'apres le lemme de concatena- 
tion de ponts, Ua^b{f,P,S) est accessible par Fa depuis presque tout r G Oa,a+5 tel que 

lkll[a,D„(r)] < P- 

Soit h > 0. Comme la subdivision a = cq < . . . < Cn = b de [a,b] est complete 
relativement a /, on a necessairement /(ci) = /(c„,„i) = h. On pose a' = ci, b' = c„_i 
g = if ~ La trajectoire g est affine par morceaux sur [a', 6'] et verifie g{a') = 
g{b') = 0. De plus, la subdivision a' = ci < . . . < c^-i = b' est complete relativement a 
g et verifie 5 < min(c2 — ci, . . . , c„_i — 0^-2)- Si Ton fixe p' g]40sc(/, S), p[, on a alors 

Osc{g\ia',b'],S) < Osc{f\ia,b],S) < p74- 

Par consequent, on pent done appliquer I'hypothese de recurrence a g, p', 5 et a la 
subdivision a' = Ci < . . . < c„_i = b', ce qui montre que I'ouvert Ua' fi' {g , p' , S) est 
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accessible par Fc^ depuis presque tout r € Oci,ci+5 tel que ||?^||[ci,Dci(r)] < P- Mais / 
s'obtient a partir de g par levage de la hauteur h et par interpolation lineaire sur [a, a'] 
et [b',b]. Comme 6 < min(a' — a,b' — a',b — b'), on pent appliquer le lemme du verin. 
Ainsi, I'ouvert Ua^bifiP,^) est accessible par Fa depuis presque tout r £ Oa,a+S tel que 

M[a,Da{r)] < P- n 

Proposition 62. (Approximation CUCZ d'une fonction afRne par morceaux) 

Soit f G W+, affine par morceaux. Pour tout t>0,p>0et6>0, I'ouvert Vt{f, p, S) 
est accessible par F depuis presque toute trajectoire de W4. . 

Demonstration. Quitte a modifier / apres I'instant t et a augmenter t, on pent se limiter 
au cas ou f{t) = 0. Quitte a reduire 6, on pent supposer que 5 est strictement inferieur 
a la longueur des excursions de / sur [0,t], puisque ces excursions sont en nombre fini. 
On choisit alors un nombre fini de zeros de /, = zq < • • • < Zn = t de telle sorte que 
6 < min(zi — zq, . . . , Zn — Zn-i) et que tout zero de / avant t soit a distance < 5 d'un de 
ces zeros. 

Le resultat d' approximation des ponts applique a / sur chaque intervalle [^fci-^fe+i] 
montre que I'ouvert Uz^,Zk+i (/) Pi ^) est accessible par F^^. depuis presque toute trajectoire 
r € Ozi^^Zk+5 telle que \\r\\[z^^D.^^ir)] < P- 

Par concatenation d'un nombre fini de ponts, I'ouvert 

n-l 

Uzo,...,Zn{f,P,^) = n Uz^,Zk + lif,P,S), 

est accessible par Fq depuis presque tout r € W-|_. On termine en remarquant que 
Uzo,...,znif,P,S) est inclus dans Vt{f,p,6). □ 

Cette proposition acheve la demonstration du theoreme [1] compte tenu de la proposi- 
tion [14] (Passage de la chaine {Rn)n£'N a la chaine (i?n)»iGN) et de la densite des fonctions 
continues, positives, nulles en et affines par morceaux dans W-|_ (lemme ITO)) . 
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Fonction a approcher 



^ Approximation de zero 

C4 




Verin sur [c2 , C4] et 
remise a zero sur [04,05] 



Verin et remise a zero 



Verin et remise a zero 



Verin 



Figure [8l — Etapes de 1' approximation d'une fonction continue afHne par morceaux. 
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9 Comparaison avec les outils de Malric 



9.1 Parties atteignables 

Nous avons utilise dans cet article la notion d'accessibilite. Malric utilise dans |5] 
une notion voisine, mais moins souple, dont nous adaptons la definition a toute trans- 
formation mesurable T d'un espace probabilise {E, £, ir) dans lui-meme preservant la 
mesure. 

Definition 63. (Atteignabilite) Une partie mesurable G ^ £ est dite atteignable si 
pour tout 1] > 0, il existe n € N ei une prohahilite v sur {E, £) tels que : 

1. 1^ est ahsolument continue par rapport a vr. 



La proposition 1 de |5], enoncee dans le cas de la transformation de Levy, s'etend 
sans difficulte au cas general : si G est atteignable, alors pour vr-presque tout x £ E, 
I'orbite {r"(x) ; n G N} visite G. 

Dans le cas oii I'espace probabilise {E,£) est un espace polonais muni de la tribu 
borelienne, ce resultat pent etre vu comme une consequence de notre corollaire [3l En 
effet, I'atteignabilite de G equivaut a une condition forte d'accessibilite que nous allons 
definir. 

Definition 64. (Accessibilite, accessibilite forte) 

Soient X une variable aleatoire de loi vr, definie sur un certain espace probabilise 
{Q,A,P) et K{-, •) une version reguliere de la loi conditionnelle de X sachant T[X). 

- On dit que G est accessible depuis x £ E s'il existe n € N ie/ que K^{x, G) > 0. 

- On dit que G est fortement accessible si sup^g^ vrja; € G : G) > 0} = 1. 

L'accessibilite de G depuis vr-presque tout x (z E constitue I'liypothese de notre 
corollaire O Pour deduire de ce corollaire la proposition 1 de |5] , il suffit de demontrer 
les implications contenues dans la proposition ci-dessous. 

Proposition 65. (Lien entre atteignabilite et accessibilite) 

1. G est atteignable si et seulement si G est fortement accessible. 

2. Si G est fortement accessible, alors G est accessible depuis n-presque tout x €z E. 

Demonstration. Pour n G N, notons An = {x & E : K^{x,G) > 0}. Le point 2 decoule 
immediatement des inegalites 



Montrons le point 1. 

Supposons que G est fortement accessible et montrons que G est atteignable. Fixons 
T] > 0. Par hypothese, on pent trouver n G N tel que vr(A„) > 1 — r]. Definissons un 
noyau de transition L et une mesure v sur (E, £) par 



2. r"(i/) = vr. 

3. u{G) > 1 - r/. 




L{x, B) = K'^ix, B n G)/J^"(x, G) si X G A, 
L{x,B) = K"-(x,B) sinon. 
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Alors pour 7r-presque tout x € E, la probabilite L(x, •) est absolument continue par 
rapport a K^{x,-), qui est portee par (T")~^({x}). De plus L{x,G) = 1 si x € An^ 
L{x, G) = sinon. 

Soit 1/ la mesure sur {E, S) definie par 



u{B) = [ L{x,B) dTT{x). 

JE 



Alors 



1. Si v{B) = 0, alors pour vr-presque tout x £ E, L{x,B) = d'oii K'"'{x,B) = 0, et 
done 



7r(S) = / K"'{x,B) d-n{x) = 0. 

JE 



Done V est absolument continue par rapport a vr. 

2. Comme pour vr-presque tout x € -E, la mesure image de -L(x, •) par T" est dx, on 
a r"(z^) = vr. 

3. Enfin, u{G) = vr(^„) > 1 - ??. 
Cela montre que G est atteignable. 

Reciproquement, supposons que G est atteignable. Fixons r/ > 0. Clioisissons n G N 
et V verifiant les points 1, 2 et 3 de la definition. Solent Y une variable aleatoire de loi 
u et Ln[-, •) une version reguliere de la loi conditionnelle de Y sachant T^{Y). Alors 

vr[G n (r")-i(A^)] = P[X G G ; T"(X) G A^J = / K"(x, G) (i7r(x) = 0, 
done par absolue continuite, 

Q = v[Gr\ (r")-i(A5^)] = p[y G G ; r"(y) g A^] = I l„(x, g) d^(x). 

Done Ln{x,G) = pour vr-presque tout x G j4^. Par consequent, pour vr-presque tout 
xeE 

IaJx) > I[L„{x,G)>0] > Ln{x,G), 
d'ou en integrant par rapport a vr, 

TriAn) > [ L„(x,G) dTr{x) = P[Y G G] > 1 - ry. 
Je 

Comme 77 > est arbitraire, on en deduit que G est fortement accessible. □ 

Remarque : avec les notations de la demonstration precedente, on a pour tout n G N, 
An C (An+i) vr-presque surement, d'ou vr(j4„) < vr(T~-^(j4„_|_i)) = vr(j4„_|_i). La suite 
(vr(A„))„gN est done croissante. Pour montrer cette inclusion presque siire, on ecrit 

7r{An \ T~\An+i)) = P[X G An ; T{X) G A^+J = / K{x, A^) dvr(x). 

Mais pour tout x G i?, si K{x, An) > 0, alors 

K"+\x,G) > [ K{x,dy)K''{y,G) > 

J An 

puisque K^(y, G) > pour tout y G An, done x G An+i- Done vr(A„ \ (An+i)) = 0. 
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9.2 Remontees de Levy et remontees partielles 

Alors que nous utilisons des chaines de Markov definies a I'aide de la transformation 
inverse de Levy, la definition de I'atteignabilite conduit Malric a introduire les remontees 
de Levy. 

Lorsque U et V sont deux variables aleatoires a valeurs dans W, de loi absolument 
continue par rapport a la mesure de Wiener, telles que T{V) = U, Malric dit que V est 
un remonte de Levy de U. Une fagon simple de construire un remonte de Levy de U est 
la suivante (proposition 3 de |5]) : retrancher a U son minimum courant, multiplier les 
excursions hors de du processus obtenu par les signes fournis par un jeu de pile ou face 
independant dont on a modifie les signes pour ensemble fini (mais aleatoire) d'indices. 

Etant donne un ouvert G de W et un mouvement brownien W, Malric cherclie a 
construire des remontes de Levy successifs de sorte que, pour un entier n bien clioisi, le 
n-ieme remonte tombe dans G avec probabilite proche de 1. Cette metliode semble plus 
rigide que I'utilisation de notre corollaire|3]puisque le nombre n de remontees successives 
est deterministe. 

Malric contourne cette difficulte par I'introduction de la notion de remonte partiel 
de Levy : si U et V sont deux variables aleatoires a valeurs dans W, de loi absolument 
continue par rapport a la mesure de Wiener, V est un remonte de partiel de Levy de U 
s'il existe un temps aleatoire T a valeurs dans [0, +oo] tels que 

1. T est une fin d'excursion de U sur I'evenement [0 < T < +oo]. 

2. U et V coincident sur I'intervalle de temps [0, T]. 

3. Pour t > T, \Vt\ = Ut- min{Us ; s G [T,t]}. 

Un resultat-cle de Malric (proposition 5 de [5]) affirme que toute suite finie de remon- 
tes partiels successifs de Levy pent etre approcliee uniformement par une suite de remon- 
tes de Levy. Ce resultat permet de s'affranchir de la contrainte du nombre deterministe 
de remontees dans la definition de I'atteignabilite. II permet aussi de preserver le debut 
des trajectoires. II joue finalement le meme role que notre proposition l38l (Comparaison 
des accessibilites par Fa pour differentes valeurs de a), dans laquelle les transformations 
Fa jouent le role des remontees partielles de Levy. 

Les autres differences marquantes, deja notees dans I'introduction, sont que nous 
travaillons avec des transformations sur les mouvements browniens reflechis en utilisant 
des proprietes de continuite dans la topologie de la convergence uniforme sur les compacts 
avec controle des zeros. 
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